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EXPLANATIONS AND RULES 



USE OF THE ACCOMPANYING TABLES. 



Ths logarithm of a number consists in general of two parts, an 
integer part and a decimaL The integer part is called the Index or 
Ckaracteriitie ; the deciinal part is called the Mantissa. 

RULE I. The Index of the logarithm of a number greater than 
unity is the number which is less by one than the number of digits in 
the integral part of the ^ven number. 
Thus, the index of the logarithm of 47320 a \. 
473-3 U 2. 
4733 is o. 

RULE IL The Index of the logarithm of a number less than unity, 
and reduced to the form of a decimal fraction, is negative, and is a 
higher number by one than the number of zeros that follow the decimal 
point of the given number. 

Thus, the index of the logarithm of -4733 is - 1 
■004732 is - 3 

To denote that the index is n^ativc the sign minus is often 
written above it ; thus T, 3. 

RULE IIL To find the mantissa of the logarithm of a g^ven number 
consisting of four figures.— Find ihz Jirst two figures in the left hand 
column of the table. Pass along the corresponding horizontal line and 
take the number in the vertical column headed by the tkird figure. 
To this number add the number found in the difference columns under 
the fourth figure of the given number. The sum with a decimal point 
prefixed is the required mantissa. 



911380 ..,.., ..Google 



6 MATHEMATICAL TABLES. 

Example. Find the mantissas corresponding to the sequences of 
figures 4732 and 6985. 

'•.; : .-v^.-.l-: - ■ ■ - 6;49 

': '•,-' • V '. -•" : •a.from dif. coL - - 2 

698 ^439 



■8442 
RULE IV. To find the logarithm of a given number consisting of 
four Bgnres.— Find the mantissa corresponding to the given four figures, 
and to it prefix the proper index. The number thus obtained is the 
required logarithm. 
Exampies. 

log 47320 ... is 4-6751 

log 47-32 . - - is 1-6751 

log 6-985 - - - is o'844i 

log 0-006985 . . - is 3*8442 

J^a/e. — A logarithm whose index is negative really consists of a 

positive mantissa with a negative index algebraically added to it. 

Thus: — T-8442=+o*8442-i. It is important to bear this in mind 

in numerical operations on logarithms. For example, in taking the 

square root of 0-6985, the logarithm of that number is divided by 2, 

and in taking the cube by 3. The simplest way of doing this is 

" as follows :— 

i(-8442-i)=i(t"844a-2)='922i-i 
J<-8442-0=4(2-8442-3) = -948i-i 
RULE V. To find the anti-logarithm of a given logarithm, (>., the 
munber corresponding to the given logarithm.^ Find in the table of 
ami-logarithms, proceeding as in Rule III., the sequence of figures cor- 
responding to the mati/issa of the given logarithm. To these figures 
place a decimal point, in the position indicated by the index of the 
given logarithm, prefixing or affixing leros, if necessary. {See Rules I. 
and II.) The number thus obtained is tliat required. 
Examples. Given the logarithm 2-7834 find the anti-logarithm. 

783 6067 

4 from dif coL • • 6 

6073 
Hence the number whose logarithm is 2-7834 is 607-3. 
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EXPLANATIONS AND RULES. f 

The number corresponding to the logarithm 67834 is 6073000 ; that 
corresponding to 4-7834 is 0006073. 

Natt.— The use of Rules I, and 11., which are commonly given for 
the purposes of finding the index and of placing the decimal point 
in an an ti -logarithm, may be dispensed with altogether if the prin* 
ciple on which these rules are founded is kept in view; and in 
reality the principle is more simple than the rules and easier to 
remember. The logarithm, to the base 10, of any number greater than 
1 and less than 10 is a positive proper fraction, and is given in the 
tables as a decimal without whole number. On the other hand the 
anti-logarithm of a decimal without whole number is a number greater 
than I and less than 10. 

Thus log 7'32=o-8645 j and the logarithm 0-693I corresponds to the 
number 4"933. 

Any number such as 7320, or '000732 is derived from 7'32 by 
multiplying or dividing by a power of 10 ; and the corresponding 
change in the logarithm is made by adding or subtracting the index of 
that power of la 

Thus 732o=7'32Xio'; log. 732o=-8645-t-3 

•ooo732-=7'32Xio-'; log. ■ooo73z = '8645-4 
In the same way since '6931 as a logarithm corresponds to 4'933i '* 
follows that 2'693i, or 6931 + 2, corresponds to 4'933xio'; and 
3*6931, or "6931-3, corresponds to 4-933 xio"*. 

RULE VI. Given any angle less than 90° to find its natnral sln^ 
cosine, tangent, etc., or its value in radian measure.* — Find the 
degrees in the left band column of the proper table. Pass along the 
corresponding horizontal line, and take out the number in the vertical 
column headed by the number of minutes lower than, and nearest to, 
the given number of minutes. Takethe difference between the number 
of minutes given and the number of minutes just found, and from the 
difference columns find in the same horizontal line the corresponding 
correction. This correction is additive in the cases of the sine, tangent, 
secant, and radian measure. In the cases of cosine, cotangent, and 
cosecant it is subtracHve, 

Note. — It will be observed that the main division of the degree in 
the trigonometrical tables is into parts of 6' each. This corresponds 
to i&fifnit/r of the degree. Thus, I2°i8'— 12*'3. 

Note.—\n the tables of natural sines and cosines the decimal points 
are omitted. In the other tables the decimal points and the whole 
numbers which precede tbem are omitted in all the columns except 

' Foraul; called " circular measun." 
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8 MATHEMATICAL TABLES. 

thai headed o' ; and excepting also the case of a few numbers at the 
extremities of the tables, where the variation of the trigonometrical 
function is extremely rapid At the extremities of some of the tables 
differences are not given, as the variation of the function is so rapid as 
to make the differences unserviceable. 

Examples. Find the sine and cosine of i8°37', and the tangent and 
secant of s8"44'. 

From table of sines l8°j+' • • • 'SIS^ 



18-27' 



From table of cosines 



From table of tangents 58°42' 



n58°44' 

58*42' 



sec S8'"44' 



•3164 
■9489 



•9486 
1-6447 



1-6468 
1-9249 



1-9167 



RULE Vlt. To find the logarithmic sine, tangent, coune, cotangent, 
secant, or cosecant of an angle less than 90°. Proceed as in Rule Vi., 
using the proper table. 

NoUf~'Y'a& sines of all angles, and the tangents of angles less than 
45°, being less than unity, the logarithms of these sines and tangents 
are preceded by a negative index. In order to avoid the writing of 
these negative indices the number 10 is added to the rial value of the 
log. sin, log. tan. etc., and the number so found is entered in the 
tables. In all calculations this must be borne in mind, and allowance 
must be made. 

RULE Vllt. To find the angle In degrees and minutes, or In 
degrees and decimals of a degree, corresponding to an7 g^ren natural 
or logarithmic sine, cosine, tangent, etc Find in the proper table the 
number nearest to that given, interpolating, if necessary, by means of 
the difference columns ; and by reversing the process of Rules VI. and 
VII. obtain the corresponding number of degrees and minutes, or 
degrees and decimals of a degree 

The preceding explanations are easily applicable to the remaining 
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EXPLANATIONS AND RULES. 9 

tables of squares, square roots, and reciprocals. With regard to the 
tables of squares and square roots, it is to be noticed t!iat while the 
square of such a number as 528 is found from the square of 5'28 simply 
by multiplying by a power of 10, a similar relation does not hold 
always in the case of the square root It is necessary, therefore, to have 
two tables of square roots — one extending from i or 100 to 9.99 or 999, 
and the other from 10 or 1000 to 99.99 or 9999.* 

RULE IK. To find the Neperian or hyperbolic logarithm of a. 
number. — If the number be greater than i and less than 10 its Neperian 
logarithm is found directly from the proper table in the manner 
explained in Rule HI. If the number is greater than 10 or less than 
I, it may always be expressed as the product of two factors, of which 
one is a power of 10, and the other a number greater than I and less 
than 10 ; the latter being simply the original series of figures with the 
decimal point suitably moved. The sum of the Neperian logarithms of 
these two factors is the Neperian logarithm of the given number. A 
table of Neperian logarithms of powers of 10 is given on pp. 54, 55- 
Examples. 

Find the Neperian logarithms of 3'24i, 324"!, and ■0003241, 
(i) log^3"24i - - is ri7S9 

{2) Iogj324'i =log^3'24i '< 10* 

log^3-24i. - I-I7S9 
logjio^ - - 4-6o52 

log^324-i - - 578" 

(3) log^ -0003241 =log^3-24i X io-» 

I(^j3'24i- - i"i759 

log^io-* ■ - 107897 

logf-ooo324i - ■ 99656 

In calculating the value of a fraction, of which the numerator and 
denominator each consists of two or more factors, it is often of advan- 
tage, instead of subtracting the logarithms of the denominator factors, 
to add in the logarithms of their reciprocals— the complemental 
logarithms or co-logs as they are sometimes called. 

■ Thu ohldi cauKi the iKCEu^ity lur two inch ubieg giiei rue ilu u the neeeuity Toi 
waichfulBtu OD the pan or the alcubitor. l>robib]y the 'leu prenolivi aiainii miiiakei 
u the habit, uoelknl io dl culaiUuiciii, of makins a menial estioiUe of the number to be 
upecied u the reiult of caking the square root. Iiliatakei may alio ba IKDided eaoiljl 
■Dd with little lou of time by cocoparinB with the table at iquues. 
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lo MATHEMATICAL TABLES. 

RULE X. To SaA the mantissa of ihe logarithm of B reciprocal. — 

Write down the difference between the mantissa of the logarithm of 
the given number and i 'oooo ; or simply, commencing at the left hand, 
write down the series of numbers which will make each figure of the 
mantissa of the logarithm of the number up to be equal to 9, except 
the last significant figure, which must be made up to 10. 

RULE XI. Othermise : To find the mantissa of the logarithm of a 
redprocal.— Proceed as in Rule III., using the Table of Logarithms of 
Reciprocals, 

RULE XII. To find the index for the logarithm of a reciprocal,— 
If the given number consist of a whole number and a decimal, 
the index is equal to the number of the digits which constitute the 
whole number, and is negative. If the given number is a decimal 
without a whole number the index is equal to the number of zeros 
which follow the decimal point and is positive. 

Examples. Find 

log^L 
237-+ 
Mantissaof co-log from table, p. 16. - - ■6246. 



log =-6246+2 or 2-6246 

*■ -002374 

Remark. — In finding the logarithm of the reciprocal of a trigono- 
metrical function it is only necessary to subtract the tabular logarithm 
from 10. This will readily be seen from an example. 

Since (see Note to Rule VII.), 

log sin 36°=Tab. 1(^ sin 36° — 10 
we have 

log ( sj ^,6° )^'^°^ ^'" 3^°^ lo-Tab. log sin 36°. 

The subtraction from 10 is most easily performed by writing down 
the numbers which make up the figures of the tabular logarithm to 9, 
as in Rule X., except in the case of the last significant figure, for 
which write the number which, if added to it, would make it up to 
be 10. 

An example of calculation is given here in order to show a con- 
venient way of writing down the given numbers and their logarithms. 
It is scarcely possible to overestimate the importance of strict ad- 
herence to method ; for instance, in physical calculations. In the 
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EXPLANATIONS AND RULES. n 

first place errors are thus most easily avoided or detected ; and it is 
also frequently useful to te able to return on the arithmetical steps in 
order to make an alteration of form, or, if improved data are forth- 
coming, to obtain a result true to a closer degree of approximation, 
ExampU. Calculate the value of 

2734 '<o''3aS'< sin ^9° 



I4'23X -00176 X tan 34° 

Numbcn. 
27-34 .... 

0-1325 (see table, p. 12) 

sin 29° - 

1/14-33 .... 

I/-OOI76 - - - - 

i/tan34° . - - . 



•4368+1 



■8468-2 
■7545+2 
0-1710+0 



In bringing out a Second Edition of this Book of Tables, I desire 
to acknowledge the kind assistance of friends ; and in particular the 
valuable criticisms and suggestions which 1 have received from Prqf. 
Sir G. Gabriel Stokes, BarL, Pres. R. S., and from ProC G. H. 
Darwin, F.R,S. 

J. T. tJ. 
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0065 

OIQ7 

0149 
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0154 


0073 
0116 
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0077 
0162 
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0124 
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lOi 

loe 


0170 

0253 


0175 
0257 


0179 

0261 
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0I9I 
0233 

0273 


019S 
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0199 
0241 
0282 
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108 
109 
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0,198 
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044s 


0449 


111 

113 


0453 
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0645 


. 0648 


OS77 
06.S 
0652 
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0774 
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0910 
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0920 
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1017 


1 


09SS 

0990 
1024 


0959 

3 


0997 

103 1 


0966 

1035 


139' 


103S 
1072 
1106 


1041 

107 s 
1109 


1045 
1079 
1113 


1048 
1082 
1116 


1119 


loss 
i<:Ki9 
1123 


1059 
1092 
1126 


1062 

1096. 

1129 


1065 
1099 
"33 


1069 


130 


"39 


"43 


1146 


1149 


"S3 


1156 


"59 
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1440 


1380 
14" 
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USEFUL FORMULAS AND NUMBERS. 



Binomial Tlieoreni. 

(l±f)"=I+W+^^^± ""~^"~V +&C 

Hence, when m is so small that its square and higher powers may 
be neglected, (i ±.f)" = \±tte. 

Examples — 

<;=-oi ; (i + -oi)'=i-o2; (i+-oi)l=rooS; (r+-or}-l^o-9967. 

Barometric Formula, — Let P and p be the atmospheric pressures 
observed by the barometer at the lower and upper stations respec- 
tively ; and let T and t be the respective atmospheric tempera- 
tures on the Fahrenheit scale ; then H, being the difference of 
levels in feet, 

Base of Hyperbolic or Neperian Logparithms, .... b=2-7iS28. 
To convert common into hyperbolic logarithms, multi- 
ply by 2-30258. 

To convert hyperbolic into common logarithms, multi- 
ply by o'43429-. 

Ratioofcircunference of circle to diameter, «-=3'i4i59. 

Number of degrees in one radian (the unit angle, which is the angle 
subtended by arc equal to radius), S7°'2958=57° 17' 45"'»2o6265". 
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Mile in kilometres, . . i'6o93 

Gramme in grains, . . 15*43235 
Pound ID grammes, . . 4S3'SS3 
Kilogramme In pounds, , 3*2046 

British ton in French tons 

of 1000 liilos., . , . i'oi6 
Litre in cubic inches, . 61 "0353 
Cubic inch in cubic cencimetres, i6'3S6G 
Cubic foot in cubic centimetres, 38316*0 



Cubic inch of distilled 

water at 4'C, , . Bsa -89 grains. 
Cubic fool of water at 

4*C, .... 6a'43 lbs. 
Cubic inch of mercury 

ato'C, . , . 3439 grains. 

Do, do., ■■ '4913 lbs. 

Litre of dry air al o*C, 

76c'"'°- pressure, , 1*2931 grms. 

Cubic fool „ „ 565*1 grains. 

Den^ty of mercury, . is'sgt 
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ceatim. grajnme . 
metre kilogramini 
ft. lb. . 
ft. poundal (ini 

joule (i wall for i secooaj 

nor» power. 

wait (rate o[ working of i volt thTougb i obm, oi 
= lo' ergs per secood. 



off.) . 



Earth's mean radius, 6-371 xitficealieai 

Earth's mean radius 
{approi.), . .aixio'fcel. 

Mass of earth, as- 
suming 5 '67 as 
mean den»ty, .6'I4X 10" grammes 

Earth's mass (ap- 
proximately), , I3'5 X lo" lbs. = 



Mass arm 



li'S of earth's mass 



Creei 



,39-139 inches 
99-414 cenUi 



Gravity of i pound 

at Greenwich, . aa-tgr poundals. 
Gravity of I pound 

mass iQ lal. 55" 35' 

(Bpproiimatety that 

of^ Edinburgh or 

Glasgow), . . 3»-a poundals. 
Gravity of i gramme 

in same latitude, . 981-424 dynes. 

He^t of Homogeneous atmosphei 

7-988 X lo" centims. 
HewtoniMi velocity of sound in aii 

— Z7996 centims. per second. 

True velocity at fC =33240 "J 1 + ■co3ti6 / 



Mass in grammes which 
concentrated at a 



lorce of I dyne, 393S grammes. 

Same where ihe foot, 
pound, and poundal 

mass, and torcr, 3i|075 It>^ 

! at Greenwich at o°C, 26,210 fL»- 

at o°C, . • 918-5 feet per second, 

per second. 



777-2 Greenwich foot-pounds of work will raise 
from 60° to 61° Fahrenheit. 



Joule's Eqiii<rftlent 

This is equivalent to 1399 ft.-lbs. per pound degree cenligrade,- 
4r84>! ic^ ergs per gramme degree centigrade, — or 42600 ce 
metre-grammes per gramme degrep. 
Latent heat of water, 79'2S' Latent heat of steam at 100', 537 



Specific heat of ftir press 



D-237 ; 



sp. heat of air pres. ( 
sp. heat of air vol. const. 
I litre of hydrogen at o°C and 760 mm. pressure weighs 0-0896 gm. 
Densi^ of hydioffen compared with air =o-o693=--— . 
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Condactivity of heat Quantity, in gramme-water-centigrade units j 
conducted per second ; per square centimetre of area ; per degree 
per centimetre of thickness, of difference of temperature of two 
sides of plate. 

Copper, -996 

Iron, 15 to '19 

Stone, "oi to 005 



Velocity of Ug^ in 
Hean -mtve length 



■■3"004 X 10" centims. per second. 
5-3 X 10-' centim. 
One electromagnetic unit— 3 xio"> electrostatic units of electricity 
I B. A. Umt = -9866 0hm. i Ohm= 101358 B. A. Unit 



Resistance 


of 100 metres of pure annealed round \ 


vire, I mm. in 


diame 


er.ato'C, 


Copper, .... 


2-028 ohms 


„ 


„ 


Iron, 


1 2 '34 


„ 


„ 


Platinum, .... 


11-50 


„ 


„ 


Platinoid, .... 


41-17 


Electro-moliTe force of 


Darnell's cell, . 


1-07 VolL 


,^ 


^1 


Grove's cell, . 


>"9S » 


„ 


„ Standard Clark cell at is'C, 


. 1-43S volt 



i-43S[i--ooo77(/-i5)l 

One Tolt tbrongh one ohm (i watt) generates per second . of a 
thermal unit (gramme- water- centigrade). 

Electro-Chemical Decomposition. — 



El=m=,v 


Atomic W^Lghl. 




poaitioB, Gramme 
KCond, per ampe 


Hydrogen, 


1 


1 


■00001038 


Potassium, 


39-03 


39-03 


■0004051 


Sodium, 


23' 


23- 


■0002387 


Silver, 


1077 


107-7 


^»ni8 


Copper,* 


63-35 


31-68 


•0003290 


Zinc, 


64-88 


32-44 


■0003367 


Lead, 


206-4 


io3'z 


■001 07 1 


Oxygen, 


15-96 


7-98 


-00008283 


Chlorine, 


35-37 


35-37 


-0003671 
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P> EXERCICES DU COURS 

MATHEMATIQUES SPECIALES. 



CHAPITRE I. 

NOMBBES I^COMME^SURABLES. — RADICAUX; EXPOSANTS. 



EXERCICES PROPOSES. 

1. Elaal donnes quatre iiomhres incommensurablcs pos 

A', B', demon irer que si I'on a 

A> B et A'>B', 
A-i- A'> B + B', AA'> BB', T < T^' 

2. Elendre aux nombres incommensurables I'idenliie 

|A|+ A,-l-...— A„)B = A,B + AiB + ...-(.A,,B; 
en deduire la regie de muUiplicaiion de deux sommes. 

3. Elanl donnees deux suites iiifinies (n° 37) de nombret 
(u„) et (i'„), la premiere non decroissante, la deuxieme non c 
on suppose que la difference f„— iip soil positive, q^els que soient n el/>, 
el puisse etre rendue aussi petite qu'on le veut, a condition de choisir n 
et p assez grands. Cela pose, on range dans une premiere classe tous 
les u„ et les nombres plus peiils. et dans une seconde classe tous les c„ 
et les nombres plus grands. Montrer qu'on obtieat une coupure el que, 
par suite, on delinit un nombre commensurable ou incommensurable. 
Deduire de la que tout aymboie decimal illimile definit un nombre 
determine. 

(Prendre pour les u„ les nombres obtenus en limitant le symbole a 
Haao. - E:vercices, I. L,GoOgk' 

371311 



I, 2, . . ., n decimales et pour les i'„ les nombres obtenus de la mSme 
maniere, mala en forcanl la derniere decimale.) 

4. Four multiplier une racine m''"' par un nombre, on peut mulliplier 
la quantite sous le radical par la puissance n*'*"" de ce nombre (c'esl ce 
qu'on appelle/a/re entrer le nombre sous le radical). De meme, si sous 
uii radical d'indice m se trouve un facleur elevS a )a puissance m, on 
pent Ic/aire sortir du radical en le reduisant a la premiere puissance. 

5. Simplifier lea radicaux suivants : 

/S, /^, ^6i, {/4^, ^"4^, /pS. 
^Utiliser I'exercice precedent. On peut aussi se servir des exposanls 
fraction n a ires. Par exemple, y'8^3'x=2 'ir^a.a'::^ a \/2.) 

6. Simplifier les expressions 

(Utiliser les exposanls fractionnaires et negatifs.) 

7. Ranger par ordre de grandeur croissanie les trois nombres 



i/8, (/3,v/» 



yre 



J/; 

( Les mettre sous forme de puissances fraction na ires de a. ) 
8. Determiner a pour que loo*— i soil inferieure a yov«- 
y. Determiner m pour que Ton ait 

■'"^'^7^' (l)"'<7^ (K-C.-'ooS) ('), 

2'"<~ (E. p. ,1907) ('). 
10. Les nombres A, B, C. a, b elanl ralionnels, on ne pe 
A v/a -+- B /i = C, 



(I) Nous ddsignerons dorenava 
Fxamens oraui des Kcoles Cent 



sous les 1 


rubriques E. C, 


E. 


P., i;. 


N., 


, les 


i, Potytec 


linique et Nurm 


aJe 


supene 


lire. 


, Lc 


.ii a ile pi 


isee la question n 


iienl 


ionn^e. 
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NOUBRES INCOHHENSDRABLES. HADICAUX, EXPOgAKTS. 3 

que ii a el b soul des carr^s de nombres rationnels, ou bien si C = o 

(Multiplier I'egalite par ('expression conjugueedu premier membre, 
c'esl-a-dire A y/a — B ^V.) 

11. Les nombres a et b etant rationnels, mais ^ ne I'elant pas. 
peut-on irouver deux nombres rationnels a: el / lels que 

(Elevant au carre et tenant compte de I'exercice precedent, on trouve 

X -^y = a, ixj' = b; d'oCi (x —yi^= a^— b. 
Le probUrae est done possible seulement si a*— b est carre par/ait.) 

12. Simplifier les expressions 

(Utilisei- I'exercice precedent.) { E. P., 1906.) 



13. Montrer que la quantite V7 + 4v'^ + V7 — 4\^ est un nonibre 
entier. 

(Cf. Lemons; esercice 11). (Elever au carre ou bien utiliser I'exer- 
cic. 11.) 

14. Calculer les quantiies 

V^2o + i4/2+v'20 — [4i/a, v^Sj-i-iov^S-hv'Di — ao/3 (E.P., 1911). 

[Ce soni des nombres enliers. Les designer par x, puis elever an cube. 
Or) obtient une equation du troisieme degre en x, dont on cberciie la 
racine positive et entiere (Cf. Ctiapiti'e XXI). Four la premiere 
expression, par exemple, on limilera les essais en reuiarquant que 

15. Rendre rationnel le denominateur de la fractiou ' . 
(E.C., 1902.) 

[Multiplier liaut et bas par {^ '^^ ~ V ^ -V "j + {sfl)' ■, en s'appuyanl 
sur I'identite x' + y'^^{x + y){sc'^ — xy + y').\ 



sdbyGoogk' 



CHAPITRE II. 

ANALYSE COMBINATOIBK. - FOBMULE DL) BLNOME. 



EZERCICE3 RfSOLDS. 

1. PROBABiLiTfis. — Imaginons m tSvenemenls possibles el egaiement 
probables; supposons que p d'entre eu\ satjsfassent a une condition 
delertninee (c'esl ce qu'on appelle les ^vinemenls oa cas favorables). 
Un de ces m. evenements venanl a se prodiiire au hasard, la probabitite 
pour qu'il vemplisse la condition consideree est, par difinition, 
le rapport — • 

Gela pose, on demande quelle est la probabilite pour qu'on alt le roi 
en jouant a deux d I'ecarle, en supposant successive men t qu'on ait 
donne les cartes ou qu'elles aient ete donnees par I'adversaire. Rap- 
port de ces deux probabilites. 

Rappelons qu'a I'ecarte chaque joueiir a 5 cartes. De plus, le donnetir 
en retourne une sixi^me, qwi fixe I'atout, el qu'il a le droit de garder 
pour lui, a condition d'en ecartei' une autre qaelconque. Avoir le roi, 
c'esl avoir dans son jeu le roi d'atoul. Enfin le jeu est de 32 carles. 

Cela pose, la question revient a la suivantetDans un jeu de 33 cartes, 
on prend au hasard 5 cartes que nous appellerons le groupe A, puis une 
sixieme, que nous appellerons la carle B. Quelle esl la probabilite pour 
que, soil dans le groupe A + B, soil dans le groupe A seulement, se 
Irouve le roi de m6me espece que la carte B ? 

Nombre de cas possibles. — A cliaque groupe A correspond une 
combinaison de 32 cartes 5 a 5 et reciproquement. II j a done C|, manieres 
d'obtenir ce groupe. Un groupe ^tant forme, il faut tirer la carte B, ce. 
qui peul se faire de 27 manieres, puisqu'il reste 27 carles au jeu. 
Le nombre total de cas possibles est done 27.C51- 

Nombre de cas favorables. — I, Le premier joueur a donne les 

Jl peut y avoir le roi dans le groupe A. Supposons, pour fixer 
les idees, que B soil I'as de cceur. A cliaque groupe A contenant, dans 
celte liypoihese, le roi de coeur, correspond une combinaison 4^4 des 

ogle 



ANALYSE 

3o cartes autres que le roi el I'as de cceur, et reciproquement. Done, 
quand on Lourne I'as de cceur, il y a CJ, mani^res d'avoir le i-oi. 11 en va 
de meme cliaque fois que B n'esl pas un roi, ce qui peul arriver 38 fois 
et donne, en tout, aS.CJj, cas favorables. 

II peul arriver maintenant que B soit un roi. — Si, par exemple, 
B est )e roi de coeur, le groupe A donne une combinaison 5 k 5 des 
3i cartes aulres que ce roi. II j a done CJ, cas oii Ton Lourne le roi de 
cceur. En lout, il j- a ^.Cj, cas oil B est un roi. 

Le nombre lotal des cas favorables est finalement q8.CJ|, + 4.CJ,. 

La probabilite d'avoir le roi est done 



(r> 



aS.C|n-+- jCji _ a8.30.a9.a8.27.j-h 4. 3 1. 30.19. ? 
37. G}, 27.32,31.30.29.28 



a divisanl haul 



i8.i-i-4.3i _ 6fi _ 33 



IL Le premier joueurn'a pas donne les carles. — Dans ce caa, il ne 
peut avoir le roi que si celui-ci se trouve dans le groupe A, puisque la 
carte B ne lui appartienl pas. D'apres ce qui precede, le nombre des eas 
favorables est alors ^H.C*^; la probabilite est 

(3) ...it£i.. ■■"' "■ 



Le rapport £7 est egal a ^ =^i ,89 (par ences). 

Conclusions. — Des calculs precedents nous pouvons conclure que 
le joueur qui donne les cartes a un peu plus d'une chance sur qualre 
d'avoir le roi I p est un peu plus grand que - j , tandis que son parle- 

naire a un peu moins d'une chance sur sept (p' <.-)■ ^^ ^^ point de 
vue, il y a done environ deux fois plus d'avantage a denner qu'a ne pas 
donner('). 

[') Quand on dil que le premier joueur a une chance sur quatre d'avoir le roi, on 
veut dire que sur- un tris grand nombre de partita, il y en aura approxiinativement 
le quart pour lesquelles cet STinement se realisera. Mais, il scrait^viJemment absurde 
de prSlendre que sur qualre parties consecutives, il j en aura toujours une eC une 
seule qui donnera le roi. L'experience montre au contraire qu'on peut avoir le coi 
plusicurs (ois do suite, ou bicu ne pas I'avoir pendant tres longtemps. D'une ta^on 
generale, pour que le calcul des probablUtes ait quelque signification pratique, 
it /aul gue les evenements auxquels il se rapporte soienl repetes un trea grand 



3dbvGoog[e 



6 CHAPITRB II. 

2. Combien de mots differents peut-on former avec les lettres 
du mot « administration it ? 

Tout d'abord, nous enlendons par mot uii assemblage quelconque de 
lettres, n'ayani pas forcemenl une signification. Deuit mots differeront 
pai' I'ofdre des lettres. On a done en somme a compter des permulations, 
mais dans lesquelles cenaines lettres (a, n, t, i) sont repet6es plusieurs 
fois. Ces permutations, un peu diflerentes de celles du n° 16, portent le 
nom de permutations avec repetition ( ' ). 

Pour les compter, commeni^ons par placer les deus lettres a. II y a en 
tout ii^ places. De plus, I'ordre relatif des deux lettres a n'importe pas, 
puisqu'en les echangeant on relombe sur le mgme mot. A chaque 
maniere de placer les a correspond des lors une combinaison a a 2 des 
■ 4 places possibles et reciproquemenl; cela nous fait doncC^i manieres. 
I.es a etani places, nous pla^ons d dans I'une des 12 places restantes, ce 
qui peiil se faire de C{ , manieres. II y a done en tout G^^.Cji manieres 
de placer les deux, lettres a et la lettre d. On place ensuile m dans Tune 
des 1 1 places restantes, puis les trois i dans trois des 10 places restantes, 
et ainsi de suite. 

Pinalement, on voit que le nombre des mots differents est 

C^Cj.Ci.CJoC'ClCJCiCl 

= .t! 0.i\-i\it\-^\i\i\ ^'^^ J4.I3.2-11.10.9.7.6.5.4.2 = 6o5 4«4 «»«■ 

Plus generalement, le lecteur demonlrera que le nombre de mots dilTe- 
rents qu'on peut former avec « lettres a, jS lettres b, . . ., / lettres / est 



3. Somme des puissances semblables des termes d'une progi 
arithmetique. 
Soit a calculer la somme 

S„ = a" 4- (a + ;■)" + (« + 2/-)'' + . , .+ {a+pr)-'. 

Partons de I'idenlite (n° 25) 

(I) (j:-4-r)"+' = ^^"+1+ GAt, a:''r + C;+,3^»-' ^-I^-...^-CiV, 3^ /■"-.- 

Rempla?ons-y successivement x par «, a + r, a + 2 r, . . .,a-\ 



ingements et des combinaitons avec repetition. {Cf. 
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ANALYSE COUBINATOIRB. FORIIliLB DU BtNOIIB. 7 

ajoutons en colonnes ('). Le premier membre, h Texceplion de son 
dernier lerme, est ctetruit par la premiere colonne du second membre, 
abstraction faite de son premier terme. La deuxieme colonne du second 
membre devient visiblement, en y meltant C^-ri'' en facieur, C!,+ir.S„. 
La troisieme colonne devient de m€me CJ+ir'S„_,; etc. Finalement, 



Cetle formule de recurrence (Note I) permet de calculer S, en 
fonction des sommes d'indices moindres. En I'appliquant pour les 
valeurs successives de n, a parlir de /t=i, oo aura, de proclie en 
proche, les valeurs de S„ S,, S„ .... 



EXERCICES FROFOSfiS. 

1. Former le Tableau des permutations des 5 lettresa, b, c, d, e. 

2. Former le Tableau des arrangements 3 a 3 de ces 5 lettres. 

3. Former le Tableau des combinaisons 3 a 3, puis 4 a 4, des lettres 
a, b. c, (/, e,/. 

i. Combieo de mots peut-oo former avec les lettres du mot 

5. Mcime question pour le mot a perpetuellement ». (C/. exercice 
resolu n" 2.) 

6. Combien d'airs dilTerents pe.ut'On former avec les 5 notes : do, 
re, mi, fa, sol, en supposant d'abord qu'aucune d'elles n'est repet^e el 
que I'air comprend quatre notes de meme duree, puis que I'air comprend 
huit notes de mSme duree. un nombre quelconque d'entre elles pouvanl 
Stre ideotiques. 

(Dans le second cas, on a des arrangements avec repetitions. On peot 
former leur Tableau suivant un precede analogue a celui du n" tfO. C^est 
ainsi que, dans I'exemple acluel, en supposant formes tous les airs de 
sept notes, on aura ceux de huit en ajoutant successivement a droile de 

(') \aus enteadons par li que nous allons grouper ensemble Jes termes qui 
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chacun d'eu\ les cinq noles donnees et non pas seulement celles qui 
pnurraient 6tre absentes de I'air considere.) 

7. De combien de manieres diflerentes peut-on placer 12 convives 
autour d'une table? Meme question en supposant qu'on alterne les 

(Dans ie second cas, placer d'abord les dames, puis les messieurs.) 

8. On donne n points dans un plan; on les joint par des droiles de 
toutes les manieres possibles. Ca)culer Ie nombre des points d'ihler- 
sectionainsioblenus.(E. P..i9,5.) 

( Ne pas oublier d'enlever des points d 'intersection les points proposes, 
dont chacun doit compter CJ_, fois. ) 

9. On jelte un de non truque; quelle est la probabilite d'amener Ie 
numero 6, ou bien un numero iiiferieur a 4? 

10. On prend un domino dans un jeu complet. Quelle est la proba- 

11. On tire 5 carles d'un jeu de 3a carles. Quelle est la probabilite 
d'amener 5 carles rouges, ou bien 1, 2, 3, 4 rois? 

12. Une loterie conlient Sooooo numeros, dont 1000 gagnants. Une 
personne en prend 10. Quelle est la probabilite pour qu'elie gagne 
I, 2, . . ., 10 lots ? 

(A cliaque facon de gagner p lots correspondent une combinaison des 
10 numeros choisis p k p et une combinaison des Sooooo — p numeros 
aulres que ceux de ces lois 1000 — /> a 1000 — />.) 

13. Deraonlrerla formule 

(Generaliser Ie raisonnement du n" 24, en consideranl les combi- 
naisons qui renTermenl une ou plusieurs des g premieres lettres a, b, 
c..-.,t.) 



14. Demontrer la formule du binome par la melliode de recurrenc 

15. Calculer(^-H«r, (.r+a)'». 

16. Galculer la somme des n premiers nombres entiers, ou impair 
linsi que les sommes de leurs carres et de leurs cubes. 
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f.a.3 + a.3.4+... + iooo.TOoi.iooa (E.P., i^t,). ■ 
lZ(n-,)n(n + i) = lnin*-i} = Zn'~I.n]. 

18. Calculer2n(«-i-2)(;n-3). (E.G., 1909.) 

19. On ecrit les nombres impairs consecutifs de la maniere suivante : 
Sur une premiere ligne, on ecril le premier; sur ia seconde ligne, 011 
ecrit les deux suivants; sur la troisieme, les trois suivants, .... 

(Calculer la somme des noinbres de la n""' ligne.) (E. P., 1908 et 

20. Calculer la somrae des coefficients du binome. 

(Faire x = f dans le developperaent de (^cm-i)™. En faisanl x =1, 
puis .r ^ — 'I, on a deux equations qui permettent de calculer la somme 
des coefficienls de rang pair el la somme des coefficients de rang 

21. Calculer la somme des carres des coefficients du binome. 
(Multiplier par lui-mgme le developpenient de (x + 1)'" et prendre le 

coefficient de.r™.) 

22. Developper et ordj>nner {x + ly — 3)', {^x -\- y — 2= + 3i — j)*. 
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1. Calculer 3— ^ 

On»(n»30) 



CHAPITHE III. 

NOMBBES COMPLEXES. 



EXERCICES RfiSOLDS. 

(1^ ;)(!-.)' 3i(.-.n)(ai-i-i)' 



(I- i)i=,-4i+ 6.-'-i.' 



(i-H.|(i-il' _ n-i _ (i^Odi-a.-) _ .3+91- . 



3.-(.- + 2)(2i*7)-=3(-i + ».•)("" + 0("' + i) 
= 3(«-+i)(4.-'-i) = _i5(j,-+,). 






2. Resoudre requation x*- 
D'apres le n" 36, on a 



a?i=i, 3-1 = 






Autrement : On a evidemment la racine x,=^ I. Divisant ^' — i par 
c — I , nous voyons que Ics deux autres racines verifient I'equation 



En resolvant, on retrouve les formules (i). 
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NONBRES COMPLEXES. 



Remarque. — Si Ton appelley U racine lc,, par exemple, nous savons' 
(n" 36) qwe Ton doit avoir y*=:a:„ _/*= i. C'est ce qii'il est ais^ de 
verifier par un calcul direct. On peut aussi observer que, la sorame des 
racines de {2) elant — r, on a j:,^^ 1 — j ^j*, puisquey' +_/ -1- i ::r o. 



3, All point M d'affixe x 



./a,l< 



le point M' d'af- 



Oil a et b d6signent deux nonibres complexes quelconques donnes. 
Quelle est la transformation geometrique ainsi difinie 7 
Cette transformation resulte des deux suivantes : 



Soient A eL M' les points d'affixes a et s' {fig. 1). On a (n" 
(6^^') = (Oj!, OM) + (Oar, OA), 



(6M, 0M-) = (Oar, OM') — (Oa:, OM) = (Oa^, OA) 
OM'=OM.OA. 



^£^ 



II en resulte que si k et «;ont le moduleell'argumentdea, on passe de M 
a M' par une homollietie de centre O et de rapport k, suivie d'une 
rotation de Tangle «. 

Soit mainlenant B le point d'arfise b. On a (n° 31 ) 



d'oli 



(OM') = (OM'')+(OB), 
(M'M') = (OB). 



On passe de M° a M' par la translation representee par le vecteur (OB). 
Finalement, on passe de M a M' pan une homothetie, suivie d'une 
rotation, suivie d'une translation. La for mule (1) definit done la , 
transformation par similitude directe la plus gSnerale. 
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EXEBCICES PROPOS£S. 
1. Calculer les nombres complexes 



(a + t)(_l + ,-) + (2i + ,). 



(i + 3)' (t-i)° 



('■ + ')' 
[Pour le dernier, on peut remarquer que ( — I =;('(; + i).] 

2. Calculer/(2 + 30,sachanlque 

3. On pose 



Verifier que I'on a a' + j'+ 3'^ i . Quelle est la condition pour que 
x,j, = .oienl,e.l.? 

4. Metlre sous la forme trigonometrique les nombres : 1, — 1,1,-1, 



J/ITTTJ, ^yai 






7. Resoudre les equations 

{Pour ia premiere, on pent poser a; ^i tango, a = tangst, en sup- 
posanl ^ et a i-eels. Pour la seconde, remarquer que ( est racine.) 

8. Solent deux nombres complexes a el b. Lieu des points dont 
Taffixe s donne au rapport "r^j "" module ou ua argument constants, 

9. Connaissant z. a, b, a', b' , conslruire le point dont I'affixe z' 
verifie Tequation 
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nombhes complexes. i3 

10. Soil un triangle equilateral ABC. Oalculer I'afftxe de C, connals- 
sanl ceuxde A el B. (E. P., 1908.) 

11. Quelle est la transformation geometrique delitiie par I'equalion 
(C/. exerciceresolun-3.) 

12. M6me question pour Tequation s'= — — -j. «, b, c, d 6lant des 
nombres cojnplexes donnes. 

[On pourra s'appuyer sur ce que la transformation horaograpliique 
equivaut a des transformations elemenlaires (n" -2iV).] 

13. Etudier les variations de I'argument de 



^{z-a)(z-b){z-c)(z-d) 
quand le point d'afPixe z decrit une courbe fermee. 
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CHAPITRE IV. 

SERIES. 



EXERCICES RfiSOLDS. 

1. yaluredeiaseriex{^—\) + \/n*-iri — n (E. P., 1907). 
Posons- — A, nous avons {Chap. VII et VIII) 

„„..(.._.)-Hi[(.^A.)T_,] = .(/, + ^-H...)-Hi(i/,.-i/,>-H...). 

5i etjzi— -' la panic principale est («-i- - l/i; la serte est diver- 
gente. 

Si «=: 1 la partie principale est - k'; la serie est convergente. 

2, Nature de la sir ie ■ - , ■ ■ ■ 

/("{lognj" 

On ne peut trouver la partie principale de u„. Neanmoins, appliquons 
la r^gle /i"u„, apres avow remarque que la serie est a lermes positifs. 



" (l08«}" 

Si a > «, ceile quantite augmenle indeliniment avec n\ si « < a, elle 
tend vers z^ro (n" 96). On en coaclut que s( a < i la s6rie est diver- 
gente, car on peut prendre a < « ■< 1 ; si «>i, elle est convergente. 
car on peut prendre «>■«(!> i. 

Si a^.1, 6 ■< o, nii^ augmente indefininient, ii y a divergence. 
Le seul cas qui nous echappe est done celui de a = 1, 6>o. Appliquon^ 
alors le tlieoreme ill du n" i2. La serie (ii„) est de mfime nature que la 
suivante, par exemple, 



" a'^nloK^j* ' (log 2)" n" 
laquelle est convergente si 6> 1, divergence si bii. 
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3. Nalure de la serie ^ (E. N., igoS). 

La factorielle du numerateur iDCile k essayer la regie de Dalembert 



= («-H07- 






quantite qui lend vers - (n" 91). Comme e> i, il y a convergence. 

4. Nature de la serie -^ (E. N., igoS). 

D'abord, pour que le lerme general tende vers zero, il faul que |x|>-i. 
Appiiquons alors la regie de Cauchy a la serie des valeurs absolues, ce 
qui revient a supposer x^o. On a '\Jur,^z ~, quantite qui tend vers 

zero (n" 96). Done, si | a: j > i , la serie est absolument convergente. 
Si I .i; I ^ 1 , elle est divergente. 

5. JVature de la serie (— i)"««(log ^-) {E. P., 1907). 
Posant/i = ^, nousavonstiiMOT, II) 

«„ = (-,)^./i-»(2A + ...)3. 
La partie principale de ii„ est 

Si p >« + i, la serie est absolument convergente. Si a<|3S« + i, la 
s6rie des valeurs absolues est divergente; mais on a aflaire a une serie 
alternee, a iaquelle s'applique le theoreme du n" 48; il y a semi-conver- 
gence. Si a^|3, le terme general ne tend pas vers zero; la serie diverge. 

6. Nature de la serie —^ sin nx (E. \'., 1907), 



Le second membre est le terme general d'une serie convergente (n** 90) ; 
done («b) est absolument convergente. 



7. Sachant que le rapport -^^^ = -— {a, = const.), i 
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|6 CHAPITHE [V. 

serie. - On ■ 

»„,(„ + (,) =«, („ + o) =U. [,»-l)+(« + l)|, 
„,. <„ _, + *, = „„_,(„-, + a) _„„.,[(„ -,) + (<, + ,)], 

«, (j^i) =«, (i + o) =», (o*(<. + i)|. 

Ajoulons membre a membre; ii vient, griice a des reductions evi- 
dentes, 

««„,+ 6(S„,- «,) = (o + i)S„ 

ou, en remplai^ant S„+, par S„+ «„^i, 

Ecartons le cas oil (H- i ^: A, pour lequel on a «„+i^^ ^i seriecom- 

parablc a la serie harcnoDique et par suite divergente. Nous avons alors 



Si la serie est convergeule, (« + 6)u„+, = (n + i)a„+,, doit 

tendre vers z6ro, en verlu de la regie «"u„ (n" 44) ('). Done S„ a pour 

,. ., bu, 

iimUe T—^ — -— • 

8. CalciiCer, avec cinq decimates, la somme de (a serie 
D'abord, la serie est convergente, cai' 



Calculous les termes successif^ avec sept decimales (n" 54) : 

«i = o, I, Hi = o,ooo3333, «,= o,oooociao, Hi = o,ooo 
^ious prenons done 

S = «,H-«,+ u3 = o, 100335 3. 



(') Si (« + 6) K„, et, par suite, ««„ nc irndaicnt pas versz^ro, on aurait, a partir 
d'un certain rang, nii,>k, k disignanl un certain nombrc fixe non nul. D'od, etc. 
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SERIES. 17 

L'erreur de premiere espece est < — 51 car «i est seul evalu^ d'une 
maniere approchee. Potir I'erreur de seconde espece, nous nous rappe- 
lons que la convergence a ete etablie a I'aide de la regie de Dalembert, 
Nous avons (n" 34) 

L'erreur tolale eat done plus petite que ^- Elle est d'ailleurs positive, 
car u, a ete calcule par defaul et Bj>o. Done, S est compris entre 
o, ioo3353 et o,ioo3355. Les six premieres dicimales /ournies par la 
/ormule (i) sont done exactes. 

Remarque. — On aurait pu se borner a evaliier les premiers termes 
avec six decimates; inai^ le calcul n'eCit pas ete plus simple. 

EXERCICES FROPOSiS. 

1. On definit lasurte(«„)parlaformule«„:^ v/2 + u„-i, avec h, — y^a. 
Demonlrer que cetle suite est convergenle et caiculer sa Umite. 

(On prouvera, par recurrence, que «„> h„_, et que «„< 2- La limite 
est la racine positive de I'equation x^-= 2 ■+■ x.) 

2. M^me question, en supposant «„^ - f h„_,H ] (E.P., 1912). 

(«„< «„_, et «„> v'A. La limite est \f\.) 

3. Reconnaitre les series 

l-_a an»-)-6nt-l-cn-i-rf 

,-?' '"» (« + ,)^ 



-'og- 



[Appliquer(i") du n"o5.] 
1. Reconnaitre les series 
:t«-v- 



(j)", x'\ par le ilieorerae I du n" 4.2.1 



Haag. — Exercices, I 
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Ifl CHAPITBE IV. 

5. Heconnattre les series 

Jii, ri^ (E.C.,,,„); 

(Regie de d'Alembert.) 

6. Reconnaltre les series 

( ntl't-li )"' ('■-■C-, '91^); ^"e--^ (E. P., ,9,,t; 
(r^)"' "^ (Regie deCauclij). 

7. Reconnaitre les series 

""= (E. p., I9iieti9i7.|. 



„_/„ 37" -(- log/1 ^ 
(Theoreme I, i.-iS.) 

8. Heconnailre les series 

(-.)•-=£=, (-„-^, (-0-;;f^. (-.)-^- 
l/n'-f-i " n(n-i-i) ^/„ 

(Pour les deux premieres, on reconnattra qu'on est en droit d'applt- 
quer le llieoreme des series alternees ( n" iS), en cherchant le signe, 
pour T tres grand el posilif, des derivees des fonclions ;— • — - ■ 1 

9. On considere la combe v =; Eludier la serie formee par les 

aires successsives qu'elle delimite avec Ox, en comptant positivement les 
aires au-dessus el negativement les aires au-dessous. 



10. Prouver que les suites 



t convergentes (E. P., 1908). 

On prouvera que les series de lermes generaux Wn+i — "n sont con- 
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SEftlES. 19 

vergentes. — La limile de la seconde suite s'appelle la constanted'Euler 

(Cf. Ufons, n-238).] 

11, Changement de I'ordre des termes dans une serie. — Si une 
serie est absolument convergeme, on peut inlervertir d'une manierequel- 
conque I'ordre de ses termes sans changer sa convergence, ni sa somme. 
Si elle est semi-convergente, on peut, au contraire, en modifianl con- 
venablemenl I'ordre de ses termes, lui donner telle somme que Ton 

[Considerer d'abord une serie a termes positifs (Cf. Legons, n" 185); 
puis, dans une serie absolument convergente, la serie des termes positifs 
et la serie des termes negatifs. 

Pour la serie semi-convergente, si I'on veul lui donner la sommeS, on 
commence par prendre les Lermes positifs, dans I'ordre oil ils se presen- 
tenl, jusqu'a ce que leur somme depasse S ; puis, on prend de mgme des 
termes negatifs jusqii'a ce que la somme devieane inferieure a S, et ainsi 
de suite.] 

12. Si S est la somme de la serie harmonique allernee {n"i8), la 



nvergente et a p 
I somme des Zn 



-it 



eD appelant Si„ la somme des 4/t premiers termes deS. S'appuj'erensuite 
sur I'exercice 10. 

13. Multiplier les series 



_ f(/.-i)...(f-i^.) 



(C/..xercicer«olun-7.) 
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15. Sominer les series 

arctang^, am tang^j-j-^-j-j., logfi— ^j (E. P., igij). 

Plus generalemeni, pour sommer une serie de la forme 



ou 

oil met son terme general sous la forme 



16. Sommer la s^rieM„=logcos—- 
/ Se ranienera lalimite du produi t cos ~ 



17. Calculer k jjj pres la serie (^)''- 

18. Calculer a yj'„-^ pres les series ;— . ( — )" 

19. Calculer avec cinq decimales la serie — — 
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CHAPITRE V. 

FONCTIONS D'UNE VARIABLE BEELLE. 



EXBRCICES RiSOLUS. 
1. Calculer la derivee de y — arclang (-— — 1- — Nous avons 

aflaire a une fonction de fonction (n" 71). Si I'od pose u ^ 1 on a 

j=arclangi(. D'oii (n"' 71 et78) 



Or(n-70) 








(i~ax){xA-a)' — {x-\-a){i — 


ax)' i — ax + a{x-i-a) 


i-^a' 




{i~ax)* 


(,-ax)^ n 


,-a.). 


Done 










1 n-«» 


i-t-a' 






{x-^a}* (1 — axj- 


i-t-(i' I 






' {i^axy 





Telle est la derivee demandee. 

Dans la pratique, lorsqu'on a acquis quelque habitude du calcul des 
derivees, on se dispense de poser, ainsi que nous I'avons fait, n= -— — ■ 
On le fail menlalement el Ton ecrit directemenl 



tliZ 



Remarque. — Le lecleur n'esl pas sans avoir remarquu la simplictte 
du resultat obteou. II dolt mgnie observer que is, derivee calculefi eit 
identtque ^ celle de la fonction arciang:^ (n° 78). D'oit il resulle que la 
difference y — arciang j; doit elre constante (n° 64-). C'est ce qu'il est ais« 
de verifier. 
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CHAPITHE V. 



arc tangLT = i, y — arctanga; = p=^ — a. 

Pour prouver que p est constant, il suffit de faire voir que tang ^ Test. 
Or 



D'autre part, 
d'oii 



p — arc taoga, a^latig^; x= arc tang;^, x = tangos 

D'oa 

^""^^ - i-ar . - tanga tang? ''"'^^" ^ ^ '' 
d'oii 

^ — arc tangz' = arc tangn + Air =; const. 
La valeur de rentier k est d'ailleurs atsee a calculer, si Ton observe 

que J, arc tang X, arctanga sonl compris eotre et h — (n'78). Sui- 

vant que arctangx + arctanga est compris entre — 71 et -i ou entre 

— — et H — , ou entre -et Tt, on a A- = i, o, ou — i. 

2. Calculer sinSi" a ^-Jj pres. 

Ce calcul peut se. faire aisement comme application de la formule des 
accroissements finis. On a, en elTet ('), 

180 
"k designant un arc compris entre 3o° et Si**. On ne connait pas X; mais 
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on sail que cos^ esl plus peiil que 005 30°=— el plus grand que 
cos^a"^ — ■ Done, on a la double inegalile 

A'oi., a fortiori. 



sir3i''<o,5-(- :il^ -^ =o,5 + :^i^i^ <o,5i6. 
On a done sinSi"^ o, 5i, a -,Ju pres, el sin 3]° = o, 5 1 4, a i. 

3. Etudier la derivee n''"" de y =^ -■ 

On a 



On pent induire la formule geuerale 



(■ + ^"r^' 



oil Pn designerait un polynome de degri n, ne renfermant que de^ 
lermes de meme parite ( ' ). 

Pour prouver la generalile de cette formule, proeedons par recurrence. 
Admeltanl Tegalile (2), nous avons 

..,„^,,_ (i-^x^)«^>P;,-P„{n-r\){x + x^)-'-iT 
- + .r')P'„ — a(« + i)a^P,. _ P„+| 






Le numerateur est un polynome en x. Son degrc est n + t , si le terme 
en a;"*' de (i-l-J^'lPI, n'esl pas delruit par le lerme analogue de 
a (/n- O'^I'n- Or, si a;„^" esl le lerme de plushaut degre de P„, celui 
de P„+, esl 



vidente a priori si I'or remarque que j 
n impairc. y" une fontlion paire, etc. 
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qui ne peul elre nul. Done P„+i est bien de degre n -(- i . En outre, P„ ne 
renfermant que des (ermes de mSme parile, il en est de mSme de P^,, 
(i-H^') P^„ 2 (n -1- i)xP„, done de P„+,. Les propri^tes prevues sont 
done exactes. De plus, nous avons laformule de recurrence 



(3) P„^i=(. + ar')P;-2(/. + i).rP„. 

II est aise de caletiler le terme de plus haut degr^ "n^" de P„. Nous 

(4) a„+, = -(« + 2)«„; 

formule de recurrence lineaire el liomogene, qui donne (Note I, n<>3U), 
en remarquant que «„= t, 

(5) a^^i^Vrin + iy. 

Je dis mainlenant que le poly no me Y'„ a toules ses racines reelles et 
dislinctes. En effet, eeci est manifeslement vrai pour /i =; i , 3,3. Pour 
montrer que c'est general, admettons la propriete pour P„ et prouvons 
qu'elle a encore lieu pour P,+i. Soienl a,, a,, ,.., a„ les racines de P„. 
Pour w^=acp el «,,_(-,, la fonction y'"> s'anniile. Comme elle est continue 
et que sa derivee j"'+" est toujours finie, eetie derniere s'annule entre 
Wp etap+„ en vertu du tl.t-oreme de Rolle (n° 61). II s'ensuit que P„+, a 
au moins une racine dans cliacun des n — i inlervalles(ot|,ai), (wi, cfi),... 
(««-.. ot«). 

En second lieu, ^f' s'annule pour ^ =: dioo, car le degrd du denoini- 
nateur de la fraction (a) surpasse celui du numerateur (n" 126, II). Done, 
yf+.i) a aussi au moins une racine entre — oo et «, et entre a„ el 
+ «.('). 

Nous trouvons en tout au moins n ■+■ i racines reelles et distinctes {*) 
pour P„^,. On sail, d'aulre part {n'*2l9)qu'ilnepeut yea avoir davantage. 
Ceci prouve que, dans cliacun des n ■+- 1 intervalles prec6demment consi- 
d^res, il y a une racine et une seule. 

Finalement, les racines de P,+| sont toutes reelles, distinctes et sepa- 
r6es par celles de P„. 

On oblient des resuitats inleressants en appUqtiant la formule de 
Leibniz (n" 69) au produit 

(6) ^{. + r')=i. 



I, parce que sdpare'ea par let nombres a„ Oj, . , , , a„. 
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FONCTIONS Dl'NE VAUIABLE BEELLE. aS 

Prenant la derivee (n + a)'*"" des deux niembres el remarquant que 
les derlvees de i-i-;r' sonl nulles des le troisieme ordre, nous avons 

(7) ^"'+'i(n-3f')-n(n-i-2)37/i"+"-t-(n + -2)(n + i)^i''i = o; 
ou, d'apres (a), 

(8) P„+.+ 2(« + a)3:P„+, + (n + a){« + l)(. + ^t)P„ = 0. 

Cttlte relation de recurrence ne renferme pas de derivee [oomme (3)], 
mais inLeresse trois polynomes conseculifs. On peut la combiner avec(3). 
Si Ton y remplace P„4-i par (t+j^») P;,^., — a (n + a) a: P,+„ elle se 
r^duit a 

(9) P;,,.^(« + l)(«^a)P,: = 0. 

En derivant (3) el tenant comple de (9) on a maintenant 

(10) (i + ar')P;,— an3^P;,-+- «(«-+- i)P„=o, 

Equation difTerenlielle lineaire du second ordre (n° 196), qui va nous 
permeUre de calculer sans peine les coefficients de P„ ( C/. esercice 
risolu n-l.Cli. XV). 

Soil UpXP le terme general. Annulons le coefficient de a:>' dans (10) 

«,.+«(/> -H aX/i + -I- o.i,p{p — i) — 2n/>Op-h/i(n + i)0/.= o, 
ou 

(,,^ . (/> + i)(/. + a) „ 



D'aulrepart, nous savons qu'il n'r a que des tennes de meme parity et 

nous connaissons o„. Nous avons alors 







<n-3)(n--. 





■" - 4-3 





»>■ 



MulUplianl membre a membre et tenant compte de (5), nous 
„ - r_ ,v.t. ('■ + i)U(''-i)(i-2)...(«-a? + i) 

= '~''"*'(a, + i)!(/,-a,)!' 
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26 CHAHTHE V. 

4. Eludier les variations de la fonction y =^ ain^ + - sinSj; (E. P., 
191.). 

La fonction est d^finie et continue quel que ^oit x. Elle admet pour 
periode an (n"66); de sorte qu'il suffit de prendre pour intervalle de 
variation un iniervalle quelconque de longueur -it:. De plus, la fonction 
est impaire; par suite, si Ton a pris pour intervalle initial { — it,+ jt), 
on est ramene a I'intervalle (o, 71), quitte a faire une symetrie par 
rapport a I'urigine. Pour reduire encore, essayons le cbangement 
;r|it — x; il ne modifie pas y. Cela nous indique une syinetrie par 
rapport a la droite a; ^= ^ ti reduiL notre intervalle de variation 



, (o,^)<'). Ceder 



eiles 

d'ou 



e peut plus etre diminue, car le changem 
- X modifie la valeur absolue de /. 
noDS maintenanl la derivee 



nnule 



pour 



3a; = 



■i.kT,±{T: — x) = {-ik-^\)T.±x 



La seule racine de cetie equation comprise enlre o et — e$l j > comme 
le constatera aisement le lecteur. D'ailleurs, pour x^o, y' = 1, et pour 

X — --> -^, y = — -; done y'est > o entre o et " et < o entre ^ et -• 
Nous pouvons maintenanl dresser le Tableau suivanl : 



, 


^ 




•i 




^ 


/ 


. 


- 


■> 


- 


• 


y 


<■ 


^ 


2/5 
3 


^ 


3 



D'oii la coiirbe c 



mtre {Jig. 2), que Ton completera par 



(I) Quand x ddcril eel intervalle, x 

iiilervalles donne bien I'inlervalle (0, t: 
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FONCTioNS d'vne vahiablb reblle. a? 

par rapporl k By, puis par une syiiietrie. par rapport k 0, et enfin par 
les traoslations ±2 7r, ±in, . . ., suivant O^. 



P'^'-^ 



5. Variations de y = 



ix^—i 

La fonction n'est definie que dans rintervalle ( — i, +i), a cause du 
num^rateur. Elle est impaire, ce qui reduit notre inlervalle a (o, +1), 
(out en indiquant, pour la courbe representative, une symetrie par 
rapport a I'origine. Elle devient infinie pour x^= -• 

Prenons la derivee 



II nous faut le signe du numerateur N. Or, r 
directement ses racines, qui sonl 
dante. Nous devons alors expliquer une des methodes indiqi 
pi Ire XXII. 

On song^tout d'abord a etudier les variai 
menlalement sa derivee, on constate que ai 
serait done encore conduit a la resolution d' 



> par une equation iranf 



N. Mais, en prenant 
ne disparait pas; on 
Rtion transcendante. 



On evile a 



e difliculte, en meltani 



et etudiant les variations de z. 
Cette nouvelle fonction est defmi 



I dans tout I'intervalle 
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■>.9 CHAPITRE V. 

(o, + i), les bonnes exoept^es. On 

Sx'\/i-x'--(ix'- — i) (^/~ 



quantile qui change de signe pour 

Tableau auxiliair« suivant, oii nous indiquons seulemenl les signes de s, 



' 


° 




j 




v/i 




' 


'■ 




- 




- 




- 




^ 


- 


^ 


- 


^1 


- 


^ 


-*- 



On voit que s s'annule, en passant du negatif au pasitif, pour une 
certaine valeur^, comprise entre -p el i ('). Nous pouvons a present 
dresser le Tableau des variations de y : 






■^'^■4^ 



(1) Nous nous se 


vons, pource cakul, de la d 


riveed'un radical (n- 94). 


(") Elle est mfim 


e comprise entre ■!— el 1, ca 


, pour a; = i— , s est igal a 



75-T-5(''"-)<»- 
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FONCTIONS D U»E VAIIIABLE HBELLE. 

rappelant que x, annule s. 



Nous tra;ont> 



1 la 



urbe representative, qui a I'allure suivante 



{Jig. 3). Le poiot A est un point d'arret; la langente y est parallele 
Fifi. 3. 




a O/, La tangente en est la deuxieme bissec trice. La droite a;^- est 
asymptote. Ajoutons enlin qu'en fatsant la symetrie signalee au debut, 
on oblienl la courbe tracee en pointilte. 



EXERCICES FR0F03£S. 



1. Soil une fonction /(a:), qui, dans I'intervalle (a, b), admet une 
deriv^e dont la vateiir absolue reste inferieure a un nombie lixe A. 
Etant donne un nombre positif s, determiner un nombre n tel que 
I'oscillation de la fonction soit inTerJeure a £ dans tout intervalle plus 
petit que rj. 

(C/. n" 39, Theor^me IV. — Appliquer la formule des accroissements 
Hnis) 

2. Galculer npprovimativemeni, a laide de la formule des accrois- 
sements Hnis, les quanlltes suivantes : t-inSg", 608 46°, arc tang i ,023, 

(.,OOir-2(t,O0t)'. 

3. Si/(^) et ^{j^) sonl deux fonctions fin les et continues dans Tin- 
tervalte (a, b), y admellant dcs derivees finies eL ne pouvant s'annuler 
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3o CHtPIT>E V. 

simulUnemeDt: si enfio g{(/)^ ^(a), on a 

g'bj — gya) s\C}" 

ea appelant c un nombre compris eatre a et b. 

[Generalisation de la formule des accroissements fiois. Se demoDtre 
d'une maniere analogue, en coosiderant la fonction 

J,x)-fKai-k\gix)-g(a).\ 
4. Calculer les derivees des fonctions 

""s( ,!-l!.> )' "'■''''"Ji^' '"""sJir" a« la''8(^*i'^*^'^ 
5. Calculer les derivees des fonciions suivanles el expliquer les 
resullats (C/. exercice resolu n" 1) : 



.reto.(»»=-r;, arc 


.i.<3a— ji"). 


arciini 


coil"), .rc™(! 


i>""> q" <■'-!- ?'=i- 






fi. Calculer les derivees n'™" des fonctions j^"sinj;, sin;ccos2-, 
ix-ayix-b)". 

I Employer la formule de Leibniz (n° 09). Pour la deu\ieme fonctioii, 
on comparera le resiiliat avec celiii qu'on obtiendrait en derivant 
- sin ax. Four U troisieme, on e\aminera le cas de u == 6 et I'on en de- 
duira la somme des carres des coefficients du binome. 

7. Ktudier la derivee rt'*°" de — r ;; ■ 

3-'— ja^cosO-i-i 
(€/. esercice resolu n" 3.) 

8. Ktudier la derivee «'*"" de v = sin ( j:=) +cos(^-). 

[Elle est de la forme P„sin (.i-') + g„ co3(x>), l'„ et Q, d^signant 
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deiix polvnomes de degre n, dnnl on pourra calculer les lermes de plus 
haul degre. ] 

it. Calculer arc sin xet arc cos X. pour.c = o, -.S^,*^, i, ainsi que 

arc tang^elarccol,r, pour a; = o,-^, i, \/.l, + oo. 

10. Calculer, a I'aide des Tables, arc sin (— o,a58), arccos (o,5S6), 
arctang{— 8,23i). 

11. luudier les variations des fonctions suivantes : 

2a:'— 3;r'-t-i2a^-(-i, j-^ — 93-'+ 2i:r -1-2, a:*-*- px -+- q, ,c>-H/j + — , 

_arig^ ""^^'""^ , angj- angj. j. ^j^ 1 3.1 tgnga- 

T a: a- I -!- j;' a- " . 

12. Calculer la derives de la fonclion -/— !— 1 ^V 

■2 \ ^ + 1 x — ij 

13. Calculer la derlvee logarithmique de la fonclion cosx + isinx. 
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CHAPITRE VI. 



FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGAHITHMIQUE. 
NOMBBE e. 



EXERCICES R£S0LUS. 

1. La f one lion exponentielle est la seule fonction continue satis- 
faisant a I'identite fonctionnelle 

(1) /(:^)/(j')=/(^+7)- 

Cetle proposition, qui est en quelque sorle une reciproque de la 
formule (3) du n" 81, peut s'etHblir comme II suit : 
Si dans (i) on fait x=.o, on a 

/(o)/</)=/(^), 
d'ob 

(2) /(0) = l. 

Si I'on fait maintenant x^y, on a 

Plus generalement, je dis quu, si n est un entler posilif, on a 

(3) \f{x)\'- = f{nx). 

En effel, ceci est vrai pour n ;= 3. Piocedons des lors par recurrence. 
Admettons 

En multipliaal les deus menibres par/(x), il vient 

[/(^)]"=/[(''-0.']/(^} =/[(«- i)^-^^]=/(«^). 

La formule est done vraie pour tomes les valeurs entieres el positives 
de n. Je dis qu'elle Test egalenient pour n fractionnaire positif. Soil a 
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FONCTIONS 


EJtPONENTIELLE E 


T LOGAHtTHMIQUB. 


demontrer 














(4) 








[/(^)]'- 


^/(f' 


')• 


A eel 


elTel, 


elevens 


lesde 


!uxm 


embr 


es a la 


pi.[ssano. 



ce que nous savons etre exact. 
Je dis maintenant qu'on a encore (3) quand n est incommensurable et 

positif. En elTet, imaginons que - tende vers n, ce qui est possible 
(n" 5). On aura constamraent (4)- Mais, le premier membre tend 
vers [/(^)]'*. d'apres la continuite de la fonction exponentielle. 
Le second membre tend vers f{nx) pares qu'on suppose la fonc- 
tion f(x) continue. Done, a la limite, on a bien (3). 

Eniin, jedis que I'egalite a encore lieu pour n<o. Soiln':^ — /i(«>o). 
II faul prouver que 

D'apres ce qui precede, eeci revient a 

ce qui est vrai. [Equation (a).] 

Finalemenl, I'identite (3) a lieu quels que soient x et n. Si nous y 
faisons a: ^ i el si nous posons /{i) =i a, nous obtenons /(«) ^a", ou, 
en changeant n en x, 

/lT) = a^. C. Q, F.D. 

2. Limite de (cos x}'' pour jn ::=- o. 

L'exposant devient infini, eos^ tend vers i . On a une expression de la 
forme(n-«)3 (n<'92). On a 
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34 CHAPITHE VI. 

La limite demandee esl 



, D^rivee de log (x + v'^'-t-a). 



Or v'^' -t- a = (a7'+ a)* a pour deriv^e (n" 71 el 94} 



4. Differences tabulaires dans les Tables de logarithmes. 
La formule des accroissements finis (n" 62) permet d'avoir aisemenl 
une valeur approchee de ces difTerences. On a 

B = log,.(:r + 1) - loe.o^ = M[log(a. + 1) - log.r] (n" 88). 

Or, d'apres la formule des accroissements finis, on peut ecrire 

log(a. + I) - log^ = —^-, (o < e < I). 



■ Chacun de ces nombres est 



approche de 3 a 



"(j-..^)-.!^ 



Cherchons par exemple la dilTereiice relative au\ nombres 3586 
et 3587. On a 



(') D'une fucon giincrale, on a la foroiulc 



t oomniode de 5 
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FOXCTIONB EXPON&NTIELLE ET LOGARITHUIQUE. NOMBRE e. 35 

avec Line erreur par defatil infeneure a 

2(3586/ "^ 'jooooooo ^ ^7^' 
S!, dans I'livaluatioii du quotieol tt^< od commel une erreur par exces 

moindre que ^ 7< I'erreur lotale sera toujours inferieure a cetle memc 

quanlite. Or, si e est I'erreur commise sur M, I'erreur sur le quotient 
"^'sfc- *'^""'*"^'^""'^3^<J1^= " suffuque .<^ = -lj. 
Aulremenldit, nous prenons M =0,^343 (n°88). Nous avons alors 
g^M343 ^^ uoo[2.o8 

Nou$ sommes assuriis que d est compris en tie o,ooota[o3 el 0,0001 a [ i3. 
Si I'on se conleiite de lables a 5 decimales, la difTerence tabulaire 
doit §tre 0,00012, c'est-a-dire 12. C'est ce que le lecteur verifiera sur 
une table. 

5 . ^tudier les varialions de y=: (1 -i — 1 - 

La fonciion n'esi definie que pour i h — > o, c'est-a-dire ic > o, 
ou bien x < — I. 

Calculous la derivee. Nous pourrlons le faire en appliquant le iheo- 
reme des fonctions composees (n" 130). II est plus simple de passer pur 
le logarithme 

logj = a^log/n- iU 



7-'°K-i)'^'-T = '°'('"')" 



Le signe Ae y' est celui de z, car / est essenliellement positif. Nous ne 
Savons pas resoudre Tequation ==:o; etudions d^s iors les variations 
de i (Cliap. XXH). Nous avons 



Lorsque x croit de — oo a — t, ;' resle >o; done z croil, d'ailleurs 
a partir de zero, et par suite demeure > o. Quant a: croll de o a + 00, 
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36 CHAPITKB VI. 

s' reste ^o; done s decroit, d'ailleurs jusqu'ii zero, et par suite 
demeure > o. 

Finalement, y esl loujours >■ o; la fonction y croit dans tout inter- 
valle oil elle est continue. 

Pour iT =;±oo, j^r c (n" 91). Quand x tend vers — i, i H — tend 
vers zero, log( i H — J vers -co. log^ vers ■+■ oo, done y vers +qo. 
Quand x tend vers zero par valeors positives, i h — lend vers -h oo, 
log^ tend vers z6ro (n" 96) ('); done y tend vers e'^z i. 

On a finalement le Tableau 



•111 



,| |. 



D'ou lacourbe ci-dessous (yJ^. 4). Le point A(o, i) eslun/»ot/i( d'arret. 
La tangenle en ce point est Oy, cary' y est infini. 




6. fJmUedey = — ^—-t pour .t ^-^ 
Posons loga7= =; il faul cliercher la lir 



I') On sail en cffci que c'eat le tacteur rationnel qui I'ei 
Du reslc, on peul iciiie 

,«8^.^!it!i)(.-^i)x. 



Le premier factcui- tend vets i4ro ( n- 9fi, i°). le 
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S EXPONBNTIBLLE ET LOGARITHMIQUB. KOMBRE e. 3; 

Passons au logarithme 

\*)Sy = e'logz — ins = af ^loga - m). 

Pour 3= +00,— tend vers +00 (n° 96), ainsi que \ogz; done aussi la 
parenth^se, et, par suiie, logy. D'oii il rSsulteenfin que la limite cherchee 



EXSRCICES PROPOSES. 

1. Trouver les fonctions continues satisfaisant aux identites fonclioa- 
nelles 

fM -+- f{y) = f{wy). /(^) + ny ) = f{x +y), A^)f(y) = /{a^y). 

[C/. exercice resolu n" 1. On etablira les identites 

«/(^) = /(^"). nf(^)^/(nx), [fix)]-' = f(a,"). 

Puis, on posera a:" = a pour la premiere et la dernifire, x =; i pour la 
deuxieme. 

On pent aussi se raraener a I'identite (i) de I'esercice ci-dessus men- 
tionn^. Pour la premiere, considertr la fonction inverse de/(^). Pour 
la seconde, poser e^^"=: cp(aT). Pour la troisieme, poser /(e'} = tp(x) 
Pour la premiere, on peul aussi poser e-^"'>= (f{x).] 

2. Etanl donnes deux nombres positifs a el s, determiner yi tei que 
I'in^galite | j; — a;' | < vj entralne | a^~ a^'\ < £, quels que soienl a: el ar' 
dans un intervalle donne {a, [S). 



3. Limites, pour a; — o, des expressions 






k. Limiles, pour m inlini, des expressions 

/ _n _^V" /mM-am+_6\a+P'«+T'"' 
\\^ m'^ m^) ' \mt^cm-t-d) 

5. Derivees de log sin x, log tang- > log tang lj-\ — )■ 
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38 CHAPITHE VI. 

6. Derivees de a*', cC'"", log:logIog(j; -t- \/a:' + a), ^t*^, '/x^+Tx, 

^/aa:»^-6^■^-C 

7. Derivees «'*"■" de e'xf, ff'cosar. (Formule de Leibniz, noCO.) 

8. Derivees n'^'-" de — —, ~ — . log(i + a;), log(H-x'). 
[Pour la deiixieme function, ecrire 

C/. Chap. V, exerclce resolu n- 3]. 

9. Etudier la derivee n''-' de e-'\ 

[C/- exercice mentionne ci-dessus. On montrera que y'"' esl de la 
forme e~^'P„(j;), P„elanl un polynomede degre n, pair ou impair, ayant 
toutes ses racines reelles. On etabltra ime equation difTerentielle verifiee 
par P„ en appliquanl la formule de Leibniz au produit ^' = — 2a:y.] 

10. Meme question pour e''. 

11. Variations des fonctions 

x^, X-' , — ^— -, loga? — x, e'^x'", xii-i 1 ; 

lang:c + log:c, /^' + ^^ A — ^\ 

12. Limites, pour x inlini, de ^f"''^', , '"g''^'"') . 



13. Limile, pour jt infini, de 
I Ecrire y 

14 

fini. (C/. 13.) 



_ \oglx + a ) 



U. LimitedeP^£i:,pour 



-i^ pour « inlini. {Cf. 14.) 
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FONCTIONS EXPONBNTIELLB ET LOGAHITHUIQVE. NOSIBEIE e. 

16. Limiles de (sin^)""'*, x' log , pour ar ^o, et de 

tanga^ ^ a 

17. Resoudre les equations 

'■ = «, e^-'-i- p€''= ?e~*, a logajr-+- ^\ogbx -t- -{logcx = 

(Pour les deuK premieres, prendre pour inconnue e^ ou e"^. Poui 
Toisieme, on se ram^ne a une equation de la forme a:'' = A.) 
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CHAPITRE VII. 

SERIES ENTIERES. 



EXERCICES RfiaOLOS. 
1. Calculer la somme de la serie u„^ — — - ■ ■ ■ Genera- 
User. — Soil / )a somme de cette serie, pour laquelle nous suppo- 
serons que la plus petite valeur de n est n ^ 3, afm que u„ ne devienne 
pas infini. Si nous derivons Irois fois de suite le terme general, il se 
reduit a ^''->. Done 



y"=2- 



en supposant [.^I < i- Integranl trois fois de suite (n" 161, IV) et obser- 
. vanl que y, y, y' s'annulent pour x-^o, nous avons 

f = - log{,-.r), y = (1 - w) log(.-:f ) + X. 

(') y=- ^'~^'' logC - ^) ^ ^ - r 

Verification. — Nous avons (n" 107, 11) 

-log(i-a;)=^ + 'i--(-^-t-...-(-^-i-..., 



MultiplioQs et ajoulons a — Les termes en x et .r' dispa- 

aissent. Pour n > a, le terme en x" a pour coefficient 

Generalisations. — On pourrail calculei- de merae la serie de terme 
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Plu.generalemenl, >oil 

(,) .=y s! : — , 

^ ' -^ Zl(n + ,)(,.^-?-l)...(»^-?-f + ■)' 

^ el p elant deux entiers quelconques, le second positif. La fonction 
a:=/x» rentre dans le ivpe precedent. On la calculera; puis, I'on 
aura y^s^-'i. 

Plus generalement encore, imaginons une serie entiere donl le coeffi- 
cient dex" soil line fraction rationnelle en n ayant to u s ses pdles (n''%l\ ) 
simples, entiers et negatifs ('). Par une decomposition de cetie fraction 

en elements simples, on se ramenera a des series telles que et nP t". 

*" ^ n-\-p 

La premiere rentre dans le type {2). Quant a la seconde, si Ton designc 
sa soinine par y^, on a la formule de recurrence, facile a verifier, 

(3) yp=':yp-i\ 

qui permet de calculer, de proche en proche, /,, y^, /,, ... en fonction 
de j.=2^"=7^- 

Une autre generalisation est la suivante: Sommer une serie dont le 
terme general est le produit de —^ par une fraction rationnelle da 
type precedent. 

E)n procedant comme lout a I'lieure, on se ramene a des series de la 






l^re. il suffit de multi- 



" (n+pW.-- n\ 
plier par a;P el de deriver pour retomber sur la serie e*«P"'; de sorte 

que I'on est ramene a la quadrature / e'xP-'dx, qui se calcule paries 

fonciions elementaires des que/)ii (n° 161, I). 

Quant a yp=\ni-^, elle verifie encore la relation (3)et se ramene, 

de proche en proche, a y^^^e^ — i ('). 

(') On les suppose negalits pour que la fraction ne dcviennc infinie pour aucune 
vakar de n positive ou nuUe, S'il y avail des piles positifs. il sutfirait d'sugmenler n 
d'un nombre nature! convcnable pour les rendre negatifs. 

On pourrail admetlre aussi des piDles multiples. Mais, on serait conduit i des 
quadratures ne se rainenant pas aui fonctions elemental res. On pourrait raime envi- 
sager des pales nan entiers, ou imaginaires, c'est-A-dire en somme une fraction 
rationnelle iguelconque. 

(') Cf. J. Haa6, A'ohc. Ann. de Math, (avril 191a, p. 181), et Eqan, /a. (lep- 
tembre 1911, p. i^i). 
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2, Divelopper en serie entiere la fonction y ■= -— g— 

Decompasons en elements simples (ti° 107, I). Les pdles sont 
, \ e^ 

3- = cose±v/cos'e-i = cose±isine= „ (n° 109, r 

Nous avons alors 



formule valable pour ( xe"'^ ! < ' ^ c'esl-ii-dire j :r [ < i , puisque j e-'^ [ = ' . 
(no 109, 1). 

De m6me,'en changeant 5 en — 9. 

(3) ~ = e'^ix^ xe^-^ s:'-e-^^-^...^we«^-\-..:). 

Portons dans (i) 
y= ^-4-T[{e-'6— e'fl) -I- .e(e-»'*—e»'8) _+_... .^3.-.(e-i«+iii9_e(n+iirt)^....], 
'■^' ^=^[»inO+3^sinsS + ;r'sin3e+... + a.isin(« + i)e+...], 

formule valable pour | j; [ < i . 

3. Developper en sirie arc tang[R(x)], log[R(^)], ou R(a;) designe 
line fraction rationnelle quelconque. 

Les derivees de ces fonctions sonl vi^jblemenl rationnelles. On les 
developpera par la methode du n° 107, 1; puis on integrera terme 
ik terme (n'^ 106, 1). 

Pour le logarithme, il est neanmoins plus simple de proceder de la 
maniere suivante; on decompose le numerateur el le denominateur 
de R(^)en un produit de facteurs lineaires (n^SOS); soil 

On a 

log R(^) = logA-h;(log(^-F a) -+-... -i'log(a7^-o')_.... 
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43 
On developpe cbaque terine eo serie, en ecrivant par exemple 

log(3r + a) = log ^ + ^^ + loga; 

puis, on ajoute ('). 

k. Developper en s4rie la fonction y = (arcsioir)* (E. P., ign). — 
On pourrait former ie carre de arcsina: {n° 107, VII); mais les calculs 
semblent compiiques. Essayons de prendre la d6riv<ie 



On ne peul encore developper direciement. Derivons de oonveau 



On ne peut encore deveiopper. Mais, si Ton elimine arcsina; entre (i) 
el (3), on obtient I'equation dilTtirenlielle lineaire trSs simple 

(3) y(,_^.)_:rr'-2 = o, 

ce qui nous conduit a la met bode des coefficients indetermines 
(n''106. III). 
Posons 

— ,c]j' = ag-H aiX -i- ai^' + ...+ a^x'^ +..., 
1 — a^2 1 y = ay-*- la^x -\-Za-iX^-\-. . .-^ nanx"-'-*- 

Portons dans (3) et annulons successivement les termes constant, en x, 



ai — i = o, 2«i— a» = o, Joj — di — 



La formule (4) nous conduit a distinguer les termes de rang pair et 
eux de rang impair. 
Pour jcz^o, y s'annule; done a^ et par suite tous les termes de rang 



(' ) On d^veiopperait de mfiine log /K{x) = - log R(a;). 

D,riz*:itv Google 



pair sont nuU (*f. Nous avoDs seulement a calculer am-^n d'apres la 
formule de 



anl la methode gene- 



Cette serie admel pour intervalle de convergence ( — i. + 
le noonire la regie de d'Alemberl. La formule (5) est done valable a I'i 
rieur de eel intervalle. En iniegrant terme a leriue, on a finalemenl, 
remarquanl que y s'annule pour ■x-=lo. 



el en tenant co 


mpte de (T,^a. En operant sui 


rale (n- 314), on 


trouve 




a.i.6...-!/i 




'■"- ''j.O.;....^-., 


Nous avons do 


nc 


(i, /=,[,- 


1., ■,.•,_, i.4.6... 
3" S.i" ■ ■ 3.5.;....,, 



5, Calcal des logarit/imes. — Le developperaent (i6) du n' 107 
permel de calculer les logarilhmes neperiens, el par suile les logarithmes 
vulgaires, des nombres compris enlre o et a. Mais, il est d'un eroploi 
peu conamode, a cause de sa ires lente convergence. Dans la pratique, 
voici cooanient il vaut niieux proceder : 

On a 

|o( — —————— — — 



Ce developpement est valable poui 
Posons 



lo3..N-(-ij = lo.'>H 



n iropaire. 

it» Google 



SB HIES Ein'iEaEa. 45 

■Si N ddsigne un nombre enlier posilif, —^ est inferieur a I'unite, 

el la formule ci-dessus permet de calculer de proclie en proche les loga- 
rithmes de lous les nombres ent!ers, au moyea d'une serie qui converge 
rapidement, surtout quand N devient grand. 

6. Calcul de n.— La formule (17) du n' 107 (III) pennet de calculer 
le nombre 7: avec une approximation illimitee. Si Ton y faisail par 



rapides en procedant comme il suit. 

De la formule {C/. Chap. V, exercice resolu n" 1) 

a — b 
arc langd — arc tang 6 — arc tang -. 

ondeduiM') 

4 arc tang ^ — arc tang I = arc tang — 

d'oi. 

I - arc tang I = 4 arc t.ng ! - arc tang -1- 






Prenons par exemple irois termes dans le premier crochet et un lerme 
dans le second. L'erreur £, cummise sur le premier crochet est du signe 
du premier terme neglige — ~ i-:) et inferieure a ce terme en valeur 
absoiue ( n° S4, 4°)- O" ^ done 



De meme, l'erreur g, commise sur le second crochet est negativ 
Ton a 



(') On calcule d'abord 

jarctang^ = arc lang 
puif, de mime. 
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i6 CHAPITBE VII. 

L'erreur commise sur j est ^B,— tt; t 



absolue i — ;■ L'erreur sur ti est done plus petite que — j- 
EITectivement, si Ton fait le calcul avec 6 decimales, on trouve 

■n = 3,r,il6i6.... 

approchee par e\ces, I'eireur elanl <o,oooo24< — ;• 
7. Catculer Us deux sommes 

S =cosa-i-cosfo-t-A.)-t-co6<tn-aA)+...+ cos(o-+-/iA), 
S'= sina + sin(o-!-A)+ siii(a + 2A) -i-, . .-i- sin(a+nA). 

Ge calcul se Tait tres simplement par I'emploi de la formule d'Euler 
(n" 109, I). On a, en effet, 



•■(-"-^*) 



EgaloQS les parties reelles et imaginaires ('); nous obtenons 
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EXERCICES PROPOSeS. 
1. Sommer les series 

„..-., ..... „,.-,)(.-.).., j(^, ^„^,„/:.,„.^„ ' 

C + aXn + i)' (« + i)(n-r-'2M«-H")' «(rt-H-^J*"' 
(„ + ,,!■ ,„^3, („ + ,,,„!' U-v-4) «!' 

plier les developpements en serie de —^ 
en deduire des identites arithineiiques par compaiaison avec le develop- 
pement de — - — ■ ,„+;, '■ ' 

[On doU Irouver Tideiitite 

3. Verifier sur les developpements en serie les identites 

Ii'. Developper en serie les fonctions suivanles : 



(;^_,jj^H-a)(ij.'-i-i)' ,3^-(-i)'(:c-h3,> 



I Fourlesdeuxdernieres, lesecrire — j—— et ^^,— ■ ; puisdevelopper 

et multiplier par ( , _ j:)> = , _ ax + x=.] 

5. Developper en serie la fonction — , sacliant que le Irinome 

a ses racines imaginoires. 

[On pourrait decomposer en elements simples et a|ipljquer la melhode 
generate (n" 107, I); mais il serait assez penible de faire di^parailre les 
imagiuaires, a moins qu'on ne mette celles-ci sous la forme trigoDome- 
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j8 CHAPITKE VII. 

Lrique. II revient an meme de oiettre le trinome sous la forme 
s* — 2 3 cos 6 -1-1, en posant x = z ^j ce qui est toujours possible 
si jp* — 4? < O- On esl alors ramene a I'exercice resolu n" 2. On deve- 
loppe suivant a; puis Ton revient a x.] 

6. Appliquer la methode precedente aiix fonctions 



. Developper les fonctioni 



{x'-i)ix'+-i) 



[D'une fa^on generate, si le denominateur ne depend que de x*", on 
d^veloppe son inverse suivant les puissances de a:"" el I'on roultiplie par 
le numerateur.] 

8. Developper les fonctions 

arctang ^_^ , arc tang-^-j-^, are lang^^j-j-^, 
arc lang -> arc tang— ^ , arc tang(x-i- a). 

Le developpement de arc tang- se ramene a celui de — j- j 

9. Developper les fonctions 

'^^f"^' '"g~~ j: r~ ,^ — -' log(a?«-t-a^-i-i). 



10. Developper : 



Eorire ces fonclions : — -^ -h ■ — - — . — — — '- — — — — d^veloppe 

suivant les puissances de e*, ■ 



^x, c^cosx, e'""'c(is(3:sir, 



11. Developper [log(.-i-x)]ME. P., 19"') 
{Cf. exercice resolu n" 4.) 
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SBBIBS BNTIERE!^. 49 

12. Developper j=^{arc tangj:)', 
Etablir la formuie 

13. Calculer logi^'j avec 5 d^cimales en se servant de la formuie 

et de la serie de I'exercice resolu n" S. (Lemons, exercice n'235. ) 

\%. Four calculer les iogiirillimes des nombres qui ne soot pas dans 
les Tables, on admet qu'entre deux nombres consecutifs le loganthme 
de a; varle proportionnellement a x. Calculer I'ordre de grandeur de 
I'erreur commiseen fajsantcetle hypothese. (Cf. Lemons, a' 237.) 

IS. Calculer les sommes 



C„= 1 + 37 cose -i- 2a:' cos«6 +. . .+ Tij^ncosne, 
D„= 1 + 3: sin9 + a^* sin-*(l+...+ nx" sinnO. 

(Pour A„ et B„, pi-oceder comme a I'exercice r^soIu n" 7. Pour C„ 
et D„, deriver les resullats precedents par rapport a j; ou par rapport 
a 9. 

On pourra deduire de la les sommes de^ series entieres ^"cosn^, 

16. Mfime exercice avec les fonctions hyperboliques. 

17. Resoudre les equations 

[Pour la premiere, on a 

y + )/T+ y = c', {y - /T+T' ) e'^ = r* — (i + 7' J = - I ; 



En ajoutant, il vient j t^ sb j:. 

Pour la seconde Equation, on trouve de meme v m^ ch.r. Pour la Iroi- 
ieme, y = th j..] 

IIaao. — Eiercices, I. /— ■ i i 
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30 CHAPITRB Vl[. — SBHIES bntierbs. 

18. Trouver tous les nombres complexes s satisfalsant aux equations 

e' = x-i-yi, coss =x-\-yi, siiii = x-\-yi, tang; = a- +71. 

Quelles fonctions de ^+ji peut-on deduire <te la? Calculer leurs 
derivees par rapport a un parametre reel (, doni depeadraieni a: et y. 

19. Comment peut-on definir {a + W)'^^'*'? 

Combien y a-t-il de determinationt>? Comment passe-l-on de I'une a 
I'autre? Cas oil c est entier, ou bien 0^'+ 6'^:^ 1. Conditions pour que 
toutes les determi nations soient reelles. 
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CHAPITRE VIII. 

DEVELOPPEMENTS LIMITES. 



dont noi 
done le) 
ments ii 



EXERCICES RfSOLCS. 

ouver U d^t'eloppement du cinquieme ordre de 

y =ei.iiit + sina?log(i-(-*). 

avons une conibinaison des fonclions c*, sin^r, co3«, log(] + or), 
IS conna!ssons les developpements en serie entiere. Appliquons 
regies des n" 116, 117,118, en limitanl tous nos d^veloppe- 
itermediaires au cinquieme ordre (') : 



(Ri) 


3 io 


(R.) 


"75 


tang3: = 


^ + f ^n^'-^' 


fiUnsj- ~ 


-Htanga^ + ^iang 





x' 




.r' 








■'■ 


' 


24 












^ 








■ 3 




is 







'■(-¥-)'-"(-^--) 
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CIIAPITRE VIII. 

tangly: = 3!l(i -r. . .)' = a:*-^ . . . , 
tang' 3? = a-»(n-. .,)'= J''^■■- -; 









Le lecleur pourra comparer avecia formule de Mac-Laurin, s'il se sent 
le courage de former les cinq premieres derivees de^. 



2. Dei'elopper y ■=^\/ s'ixix ■ auvoisinage de x=^ ^• 

Posons ^ = I + /(. Nous avons 

Dtiveloppons sin/i et coih jusqu'aii troisieme ordre, par exeraple; 

10US obtenons 



VT'-f-il--=v/f"-(.-;^-¥-)'- 



,/ 



i^^j*- 



(') Nous develo|jpons ( n- yj el (1+ y) par la formule du binome (n- 25). 
('] Pour faire ciimmodeineiil le calcul, nous avons intlique en marge tes coeCG- 
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DlLVELOPPEMIiNTS LIMITES. 



el developpons (i -\- s)'' paria seriedu binome (d" 107, VI), en nousboi 
nant nalurelleraeni au second ordre, comme nous I'avons fait pour z : 






h :^\ 1 ^ 



=v'^(--^-A-»* 



3. Devehpper 

_ \/x^-\- ai* — x^ -\- 'ix^ -\- X — I — \/x^-^ X* — ix — 4 

au voisinage de x ^=a!>. 

Nous avons, en posant;7= r' 

^~ X'{t-i-k-i-hi) 

^^"^ TTATAi 

Poussons, par exemple, nos developpements en A jusqu'au terme en A' : 

(1 + 2A — Ai + ...}* = n--(aA-A')— ^(2/1— A')* + ...= H-A — A' -)-..., 
_fi(, + A-H...)U-A(.+ ^^...)=-A-iV..., 



i-i-h-t- A« 



.i(,_»_U=-^...). 



3 -4 



EZERCICE3 PROPOS£S. 

1. Calculerles developpements dn cinquieme ordre des fonctions soi- 
'anies : 

sira^C'', arcsin37log(n-37). tanga-e*"""^-', 
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5j CHAPITBB VIII. — DErBLOPPEMENTS UMITES. 

i. Develop pemeaU du troUieme ordre des fonctions 

3. Developpemems du quatrieme ordre des fooctioi 
au voisinagede ^; logtangx, au voisinage de 'j- 



I. 

dex 


Developper 


(< 


.01 X) 


*. \ 


'- 




Developper 




gX^ti 


i.^ 




J. 


,/co,x^ 


si«^ 


!J- 


«. 


Developper 












</^- 


^x' 


' — J' 


-^1- 


-V ■* 








3:*- 


-J-J- 


-J-5 



au voisinage de x =: co. 

7. L' equation X — e5inx=: M definit .r comcDe fonction dee(n<* 135). 
Trouver, en admetlant son existence, le developpement du troisieme 
ordre de celle fonction. 

[Melhode des coefficieiits indetermines. en s'appuyant sur ce qu'une 
fonction n'a qu'un seul developpement d'ordre donR« (n" 110). On posera 
au prealablex =: M +^, de maniere que^ s'annule avec ^. ] 

8- La forinuledesaccro)ssenientsfinis/(<i-t-A)=/(a) + A/'(a + 5/i) 
definiL S comme Tonction de h. Trouver, en admettaut son existence, le 
developpement du troisieme ordre de cetie fonclion. 

[Poser 5 = Go -I- o, A -)- flj A= -+- <i,/i'+ . . . . Puis, developper /{a ■+- A) 
ct/'(a-i- 5 A) par la formule de Tavlor; substituer la valeur precedente 
de 6, et identifier les deux membres. 

On pcut generaliser en parlanl de la formule de Tavlor limitee a un 
nombre quelconque de leroies. et developper le i qui figure dans le 
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CHAPITRE IX. 

INnNIMENT PETITS. FORMES INDfeTERMINEES. 



EXERCICES RtSOLDS. 
1. Trouver la parlie principals de 



Calculons d'abord la parlie principale du numeraleur. Pour cela, 
nous calculons separement les parties principales des deu\ facteurs dont 
il est le produit. Pour log cosic, nous 6crivoD9 (n° 107, V el II) 



»(-f-) = 



ha partie principale du premier facieur est done 

Le second facteur etant une somrae, nous devons calculer les develop- 
pements limiles de ses deus lermes, en procedanl par essais succeasifs, 
comme on I'a dit au n" 122. 

Pour ne pas allonger outre raesure la redaction, nous ecrivons ci- 
dessous les difTerents developpements dont nous avons besoin, en mai^ 
quanl p points au-dessous de chaque lerme obtenu apres le [p + !)'*"• 
esi^ai. Le lecteur voudra bien refaire les calculs dans I'ordre ob nous les 
supposons fails. 
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(e..„4=,-i„-=,*=,-i(,-l..|,.....) 






■I J. Tl \ T 



[ ,-x-|[„-„)-ilf-....]. 

Sia^i, la partie principale du crochet est (i —a)x 

etle est 7 a;'. 

Procedons de m€ine pour le denominateur : 






"('-T-^T — ■)• 



n^nomjnaieur = (a — ni)r-i~ — — . .. ' ..x^-\ ^~^^'^ 



^('"'-^>- 



La partie principale est (« — m);r, si a 

Finalement, on peui dresser le Tableau suivant pour la partie prin- 
cipale de/ : 



3(n — 1) 



-^ ./. 



1 = 1, Ir^ m 

, = ,,,_„^±/;.. 
, = , ,■ = „ = . ,/;... 
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InFIMHBNT PETITS. PORUtS I NDETSD HINGES. 



2. Troui'er les limites de y=z 



= o et - 



i 

1° Limile pour ^ r^ o. — On a le svmbole 1 qui comporte deux 

indeterminalions. Clierclions la parlie priiicipale de j (n" 123). 

Factenr r: sin xcos'x ~ X : Les parties principales de sin^ el cosx 
sonl respectivement jc et i ; done celle de sinxcos'x est x el celle du 
facteur est (tt — i}^. 

Facteur v'r + ai'c sin^ : La partie principale de arcsinar 6lant x, 
celle du facieur est \/Zx^. 

N umeraleur : La partie principale est \/a(T: — i)x'. 

Facteur {a^+ j3arc langj;) : Oo a, en adoptant les conventions de 
I'exercjce precedent, 

arctan(,'a! = a?— — -<-,.., a; -f- p arc tangle = a!ii + P) + — +.... 
La partie principale du facieur est done x(i 4- (3), si |3 p^ — i, elrr-' 

Facteur log tanga; : U est equivalent a log^ (n° 120), car 

1 ■ 1 /tanca^N , , lanaa- , 

log tan^^r — log.r ^^ log I I lend vtTS zero, puisque — - — lend 

vers I ('). Or, log^ n'a pas de partie principale, maia est d'un ordre 
infinitesimal inliniment petit (n° 120). II en est done de m^me de 
log tang X. 

Finalement, si ^^ — i,yamlme limite que ^^*'" ~ ' - |-^ , c'esl- 



1 (n-OO), Sip — —1,1a limite est celle de ^^i^ ^, c'est- 



1-1-3 loga^ 

37' logs: 



2' Limite pour X z::^ J ■ — On a le sjmbole-- Le facteur y/x -h arc sin j; 
tend vers i/- -I- arc sin -^ et ne con tribue pas a I'inde termination. 11 en est 

de mSrae de x + parclangx, quand |3 j^ Reste a trouver 

arc tang :^ 

(') La partie principale de tanga; est, en ellet, x. 
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la limite du rapport - — p — — — — — ■ Le plus siiiip4e est ici d'appljquer 

, - I , I.,, . I . , . T.(co*^3- — Jsin'j- cos'r) — 1 
la reglede I Hospital, qui conduitau rapport , 



lequel tend vers — '" ~7 - 

Done, si|3^——-——, la limite devest * ^ i- 

4arciang^ n + 4^arc lang^ 

Si 3:^— '" ■ t elle est infinie. 



3. Limite de y = 



Jr'^T'-, -, 



Suivant le signe de a, on a le symbole • qui comporte une ou deux. 

indeterminations. 

Prenons x pour infinimenl grand principal. La parlie principale du 
denominaleur est x' ('). Pour avoir celle du numeraleur, nous ecrirons 
les developpements des radicaux, en adoplant loujours les m^mes signes 
conventionnels pour indtquer les essais successifs : 






'v'^'-i-^*+"= :i3r'(l-(-...)' =a^=(i + ...), 
Numemem' = :pHl-^) + f I- -.. 

Si a ^1, limy =; i — ot; si ai:^ i, limj^ oo. 

'*. Limiles dey^la: cos ^^ \ pour a:^=o et pour a; ^ oo . — 
^ous avons 

Pour x — o, jrlogx lend vers zero (n" 96); cos - ^ ■ lend vers 



(' ] La parlie principale d'un polynomr) en x, lorsque x est Tinfiniment grand 
principal, est le lerme de plus haul degre, puisque c'est le premier terme du dSve- 
Inppement timiti!, qui n'est autre que le polynome lui-m£me ordannc siiivanl les 
puissances decroissanles de x. 
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INFINIIIENT PETITS. FORMES INDETEHHmEES- 5$ 

C03O — I, son logarithrae tend vers zero; done, aussi log/. La limite 
de y est i. 

I0g£ 



Pour w = + ^ {')■ ^^ eq^i 
lero (noflG); cos -j- — lend encor 



qui 3 pour limite 
i; [ogy tend vers zero, /a 



EXERCICES PROFOStS. 



I . En prenant a: pour inliniment petit principal, calculer les parlies 
princi pales de 



sina:, lang:r, arc si 



c tangx, log(i-i-ir), i — cosa:, x 
a; — arc langj;, le — log(n- j;), 



log cos t X, log lang {x-^jj, 
V^TT^— v'n-a^'+ a l/x sini' ar. 

- lofi;(i + X) tangaa;, i/a\ax — \/x'\ 



ax ■+■ par'-l- y log cos\/^ 



2. Quel est Tordre infinitesimal de x" — i ? 

(II n'existe pas; il devrait e(re-< i, mais superieur a tout nombre plu! 
petit que i.) 



I — cosar' logd + ar)' ^/^TTi _ ^ , + -^ a: + Sa'' ' 
Jtang'(rr»)-i- 3 arc tangaj^d — cos.c) log(r + a?) 
^■^'.■n^' + y.^arcsin(:r^ '' '"■ 



targ^r-^logs) 



(x — [) cos3:c flangirc - 3 -i- larg (■p - |)1 



{') X ae peut lendre 
pas are (n- 80]. 



- deviendrait nigalif, ee qui oe doit 
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6o CHilPlTBE IX. — innMHBKT PETITS. POHMBS INOBTBBHIKEES. 

k. Limitesde 

*''-•- 1 ^'x' — 3x' <a7>— 23^—1 Jy/ar -HI v'j-' — r> 
— . pour !■ = 3=. 

5. Limites de 

isin— , I arc tang:r \x, a: log j pour x = x; 

(e^ — cosar) logsin^, poor j^ = o; (log tanga;) tangi^;, pour x — 

6. Limiles de 

!■*•_ loga;, pour a- = 3c; langa: — tang 33-, pour a?= — . 

7. Limiles de 

x"«^, [(n-arf-ej. (cot3-)'i", poor 3" = o; 
('langa?)''"s", pour or — —; (i -t- log cos r )'•'■', pour a: = o. 
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CHAPITRE X. 

FONCTIONS DE PLUBIEURS VARIABLES. 



EXERCICES RtSOLDS. 

1 . Calculer la d^riaee de y ^ x'^' . 

On pourrait calculer cetle deriv^e en passant par le logariLhme, 
comme nous I'avons deja fait dans des cas analogues. On peut aussi 
reraarquer que / est uue fonciion composee. C'est ce que devient la 
fonction de Irois variables im=. W^ , quand on y remplace «, c, w par a;, 
Appliquons alors la formule (4) du numero 130. On a 



''=37'■3■■f'-l-l-:c■t■■+*loga:-l-3•*'+*(toga^)' = «;*'+■' - -+- loga^-l-(log^)' . 

2. L' equation x\ sin- -i- e''^ 1 — ky ^= o definit y comme fonction 
mpUcite de X. Calculer -^ ■ (E. P., 1909,) 
Appliquons la formule (let) du numero 135. Nous avons 

dy X \ x'^ X y I 



On peut essayer de simplifier cetle formule en tenant compte de 
I'equation proposee. Bempla^ons au numerateur sin - -1- e^ par A - ; 
il vient 

X X X y x\ X r= / y 



^_ 
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X. FOKCTIONS DE PLt'SIEL'Ht 

Comme on le voil, on arrive a une formule excessivemenl simple. On 
en peut dediilre d'ailleurs, par integralion (n° 188), ^ = const. Ce 
resultat pouvait Stre prevu. En eOet, I'^quaiJon proposee est homogene. 
Si Ton pose - =^s, elle pent s'ecrire 

d'oii I'on tire necessairement 2 ^ consl. 



EXSRCICES PROFOSeS. 

1. Calculer les derivees partielles du premier et du second ordre des 

Verifier les identites 

dz _du dz _ du fiz d' a _ rf' « rf' u _ 

dx dy' dy 4x' ^x- i)y^ ' dx' ' dy* 

2. Calculer les derivees partielles d'ordre n de la fonction 



3, Calculer les derivees des fonclions jri's^'j (sinx)*'"', (jclogx)-'*. 

i. Calculer la valeur dela fonction ar^sin s, pourx^e, y^n:^s^ —pt 

en prenant les valeurs approchees ezza.y, ;:=3,i, ■^^0,7. 
Calculer une limite superieure de I'erreur commise. 
i Pour I'erreur, appliquer la formule des accroissements finis, en 

prenant ^^1^2,7 — e, A=;3,i— it, 6 = 0,7 — ~r' ^^- L,e^ons, n"218. 1 

S. Verifier I'idenlite d'Euler sur les foncLions homogenes suivanies : 



r^-^ 'ix^y — xyi +_j'', arc tang—, log - 



6. Derivees premiere et seconde de la fonction y definie par 
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CHAPITRE XI. 

DIFFERE^TIELLES. 



EXERCICES r£SOLDS. 

1. Etant donnees les formules 



p 


= ,in!co 


5e-cosBs 


in(.H-X) 


i?.i 


n(/-f-^)=smSsii 


lE+cosBs 


i,.{, + X) 


ifc, 


js(;+.^) = cos6c( 


.i(.-fi), 





(3) 

qui servent a calculer les coordonnees equatoriales a et d d'tin astre 
a I'epoque I en fonclion de ses coordonnees ecliptique» I el ^ a 
I'^pogue o, calculer les accroissements dx et dS subis par les pre- 
mieres pendant un petit intervalle de temps dt, sachant que I'on a 

(4) 4< = 5o",36923(, ). = i4',673(, e = 23°27'3i',83. 

(Corrections de precession.) 

Nous observocis d'abord que ces trois equations sont com pa lib les, 
comme on le voil en elevani au carre el ajoutant. 

Pour un accroissemenl dl A^ t, | et X subissent les accroissemenls 
d'^^adt el d't-^bdt, en appelant a el b les coefficients de < dans i|( 
et >.. Les angles £, ^, I reslent lixes. Pour calculer dx el d^, nous allons 
dilTerentier totaleoient (i), (2), (3), en tenant compte des hypotheses 
precedentes. IS'ous aurons Irois equations iineaires h. deux inconnues, 
qui devront ^ire compatibles : 

(5) o = cose cos3d3 + sine[sin(i-HX)si»3(;£ — cos3cos(n-)0('^i-f- <'>■)]- 

(6) cos!3oos(/ + -|-)rf^- 

= sinscos5<f5-cos6[sin(j + A}sinod3 — cos3cos(a + ).)(rf« + d>,)], 

(7) — cOspsin(/-i-i;-)(/t)-= — cos(i + >.)5inSrf3 — cosSsin(a-H),H<^:'-l-rf).). 
Les combinaisons Iineaires (5) cose -1- (6) sins et (5) sins — (6) cose 
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nouR donnent immediaiement 

(8) cos2dS = cosiicos(/ + ^)sin*d-j-, 

(9) sin(a-!-X)5in5rf3 — cosS(;os(a-t-X)(dn-(ft) 

ou, en tenanl comple de (3), 

(10) di = sinzcos(_3-i-l)d6, 

(11) rfa=-dX + lcos£^-iang5sin6sm(a + X)]rf4'. 

En ponant dans (7), on doit oblenir une identile. EfTectivemenl, en 
fajsanl le calcul, on retombe sur (2). 

Les lormules (jo) el (ii) resolvent le probleme. Si « n'est pas tres 
petil et si t n'e^t pns Lres grand, on peut les simplilier un pen, en 
negligeanl X via-a-vis de a; ce qui donne 

(ii) d$ = ncosirf/, rfa = (in -h nisngS sin a.) dl. 



en posant 














I n = « sine 




= 20* 


,o5i5< 


<l5) 




j ,„ = <,co,.- 
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(IcoscH-/ sin( 
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(■') 


"" 


,«.o,»+^co.l 


) Sjl 


"?- 
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(3) 


-T.i. 


,».li.yH-^.i..( 


>co 


■? 





o« !i) designs une fonclion donnee de 0, ^, on imagine que i'on 
elimine 5, o entre elles. L' equation obtenue dejinit z comme fonction 
de X et de y. Calculer les deriiees parlielles ■— et — ■ 

Nous allons difTerentier nos Irois Equations. Nous eliiuinerons df) 
et dra; nous obtiendrons de la sorte une relation lineaire et homog^ne 
en dx. dy, dz, qui nous donnera les deriv£es demandees. 

DifTerentions (1) : 

</a; sin e cos = -hi/y sin sin ? -h rfa cosO 
-i-(j-co60'coscr,-i-jcoaflsinifi — =sinll)d9 

-i-( — arsine sintf -(-jsin6pos!p)(io = du>\ 

ou, en tenanl comple d« (a)et (3), 

(^/^■siiiOccso + iO'sinOsiiiw-i-t/^cosO-H^rfO-i- ~df —dti>. 
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DIFFEBBNTIELLE9. 65 

Mais dt^:= —r dd -t- — dtf. Noire equation se reduit done h 

Les difTerentielles dO, d<f se sont eliminees d'elles-m€mes et nous avons 

'^^ — =-tansecoscp, — =- langfl s.n?. 

3. Etantdonnie I'expression (_>' — a''-i-axj')rfjr + (y' — x' — air^)rfy, 
par quelle fonction de [x^ + y') faul-il la multiplier pour qu^elle 
devienne une differentielle totale exaclel 

Soil X le facteur cherche. On doit avoir(n''Ul) 

on, en appelant a' la derivee de a par rapport a {x^ + y^), 

'k'y(y^ — 3:^'¥iry)-^U,y^x)^i:x{y't—x^—'i.xy)~X{x-i-y), 
X{x^-i- x^y + 3y'-i-_v') + al(af-i-/) = o, 

X a:J + x'y -I- j-_j'' -i- _f » 

Si }. est une fonction de ^'-t-v^, le second membre ne doit plus 
dependre que de cetle m^me quaniiie. EfTeclivemenl, le denominateur 
peul s'ecrire (^ + j) (j;^ + /' ), et il reste I'^qualion 

V 1 

d'oii 

logX r= — 2log(a-' + /')-f-logc (c= const,); 



Verifions a posteriori que I'ekpressloD 
(Y^-T---\-->-XV)dx + {y^- 



est bien la dilTcrentielle totale d'une fonction s de ^r et y, qui 
allonscalculer. On doit avoir 



Haaq. — Exercices, I. 
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Y designaDt une ceriaine fonction de r- 

Calculant I'integrale du second membre par les tnethodes habituelles 
(Chap. XIII), on trouve 






Done Y — const, el 

J = , '^~.>' ^_ const 

EXERCICES PROPOSfiS- 
1. Calcuier les dilTerenttelles totales des fonctions 

37'h-j'+3', arctarg^. (:r'-hjy')e ■■■, arc lanj 



, _ ay- __7-j - z. 
•2. Que devienl I'expression (') 

pres le changemenl de variables 

3. Que deviennent les expressions 

pres le changemenl de variables 



(') Dans CElle expression, c/.s', tf^=, dy', dz- sont les carres des differenlielles 
ds, dx, dy,dz, c'est-a-dire (ds)-; (dx)', (dy)\ {ds)\ 
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V, Que devient ('expression 

ds^ = dx^ ■+■ djr^ ■+■ di* 
quand on pose 

5. L'equation JJ^y'a'+a^'/s'— x'/'a'^i est verifiee pour j;=j'^3=:i. 
Calculer approximativement la vaUur de s, votslne de I'unite, qui y 

satisfaU pour .r^^o,oooi, y=^ i,oooa, 

6. Meme queslion pour I'equation ' 

7. On reprend les formules de I'exercice resolu n" 1, en y Caisant 
>, = 4^ :=o. On donne k I e\ £ les accroisseinents dl^ — 1 7", 27 sin £i, 
rfs 33 9", 2^ cos ii, sans changer (3. Calculer les accroissements rfot et dS 
qui en resultent. {Corrections de nulalion.) 

8. Etant donne nne Tonction u de x, y, z, on fait le changenient de 



9. 
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12. Repreoaot les Equations (i), (3), (3) de I'exercice resoki n° 2, 
calculer les derivees partielles premieres et secondes de s, 9, a par 
rapport a x el y. 

13. Far quelle fonciion faut-il multiplier Hangx-hlangy) {d.T-\-dy) 
pour obtenir une diflerenlielle exacte? (Poser x + y ^ u.) 

ik. Par quelle fonction de x-\-y-k-z faut-il multiplier ('expression 

(y^ =}ydx^(z-^x)sxdy + (X'i-y)Tyds, 
pour obtenir une dilTerentielle exacte? 

15. Par quelle fooctinn faut-il multiplier I'expression 

pour obtenir une dilTerentielle exacie ? { Poser y + s^=u, xy —. 1:) 



3dbvG00g[e 



CHAPITHE XII. 

INTEGRALES DEFIME ET INDEFINIE. 



EXERCICES RtSOLUS. 
Elanl donnee I'integrale I :^ I f[x)dx, ou u et ( 



deux Jonctions donnees d'un parametre t, calculer la derivee -r- 

Cette question est une generalisation de celle qui a ete traitee au 
n" 148. Nous alloas, pour la resoudre, procedei- d'une mani^re analogue. 
Donnons a f un accroissement At et soient Au, Ac, AI les accroi 
correspondanis de «, c, I. On a 

l-Kil^r" f{x-)dx^{' ^f^f*'; 
doi. 

"=X".."X"*'"=/"'"-i""' 

Appliquons la formule de la moyenne (n° 1V3) : 

al = 40/(1- + Ap) — 4u /(((-+. 6' A«) (o<ft, 0'<l); 



Supposons maintenanl que At tende vers zero; nous aureus, a la 
iimite, en admettant l'e\istence des d^rivees de u et c, 

dt ■''• ' dc ■'' 'rf( 

Remarque. — Si I'on suppose u = const, ^r a, i' ::= (, on retrouve la 
formule du n" 148. 

2. Differentiation sous te signe j . — Calculer la deritee par 
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70 CHAPITBB XII. 

rapport d tde I' integrate 



-sy^' 



a el b disignant deux constantes et f{x, t) une fonclion donnie des 
deux variables x et t, 

Donnons a t I'accroissement ^t. Nous avons 

CO *'=/ /(^,t^il)dx-j'/(x,t)dx. 

d'oft (n»n5, 3-) 

Paisons lendre At vers zero, nous avons k la limite (') 

<3) f,'j;p'- 



3. Limite, pour n infmi, de - ;/'(/* -H i) (n + a) ... 2«. 
Cette expression peul s'ecrire 

Prenons son logarithiue 

,.g(.^l)-.,.s(,^^)^...^.o,(,*S) 



(') Ccci suppose toutefois la propriite saivante : si la fonction g{v, t) lend 

vers g(.<e) poor I = o, I'int^grale ',= / g(,x!. t)dx tend vers h— f g(.^)<lx. 

EfTectivement, supposons que {']<'>', enlratne, quel que soit j: enire a et b. 

\g{x,n-g(x)\<!. 
On aura 

'''"'•' "IX («'<^' 'J -'^'■^>]''^| < = '*-'"' 

d'apres la definition m*me de I'int^grale difinie; d'oii, etc. 
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INTEGRALBS D^FIME BT 1NDBPIN1B. 7 1 

dont [a iimite n'esi autre que la valeur moyeiine de la fonction logjr 
dans I'intervalle ( i , a ), ( n° 1V6). On a done 

lim(logP„) = j" \o%o^dx = [^dogj; - 1)1; = ft log2-i = iog^; 

par suite, la Iimite de P^ est -• 

4, Calculer a -j-Jtj pr^s I' integrate difinle 
1= ( sin(a^i)(f3-. 

Cette integrale ne peut €tre calculee par la methode des primitives. 
Appliquons-lui la methode des trapezes, 

Cherchons d'abord quelle valeur il faut prendre pour n pour que 
I'erreur soil inferieure k ■^, Puis nous ferons nos calculs auxiliatres de 

alors assures d'une erreur Icitalc plus petite que yog. 

La derivee seconde de sin(^') est 2cos(.r') — ^x'sin(:c*). Si Ton 

reniarque que sa derivee est negative dans Tintervalle I o, i/- )i son 
maximum est 2 et son minimum est 

,c..,-4,in,>„.,|-4.in^ = ,-./3>-f 

Une Iimite superieure de sa valeur absolue est done 

M = JJ . 

Des lors, determinons h par I'inegalite (n" 150) 

.■i h> I 
- — <— ' 

"'>-^-' 

Le plus petit nombre entier verifiant cette inegalite esl/i = 7. Nous 
prendrons done (n° 150) 

~7\ 2 ' 49 ^'"49 ^"'ig "'"^"'49 "^^'"49 "^^'"^D/ 

Calculous avec 2 decimales chaque terme de la parenthese, mais en 
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la derniere s'il y a lieu, de facon a avoir une erreur molndre que ^„ , 
ce qui nous doane pour la parenthese une erreur plus petite que ^-^ et 
une erreur plus petite que ,'„„ pour I. 

Si nous consultons une Table de sinus nalurels, nous constalons que, 
pour avoir deux decimates il suffit de calculer les arcs en grades a 
lo' pr^s. Or, on a 

I 63,66^0 = 63,7 s'" • 

d'oii 



49 
4 


■-■ i,'«J!n= ',1 


49 




49 
i6 


■-. M, 6930 =11,7 


49 

25 

49 

36 

■i9 


32,48oi = 32,5 
■■■ 46,7:i9 = 4fi,8 


inalement 





Pour nous rendre compte de la valeur de la melhode de Simpsoi 
appliquons-la en prenant seulement n ^ a. Nous avons 



,.|(, ..:..„). 



Autre methode (n" 152). — DiSveloppons sin (a:') en serie enliert 
Dous avons, quel que soil a- (nM07), 

Integrons ternie a lerme (n" 102) : 

/'■'""'■>'"-3-i^^^---<-"' 



(■inH-i)!(-i»^-3)^-'-- 
par exemple, le^ troU premiers termes. L'erreur commise sera 
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legative et infeiieure a 



j = 0,333313, 
- = 0,023 809, 



Nous avons Irois erreurs < -— ^- L'erieur totale est done certain< 

On obtieol de la sorte 

I = o,3ro28i. 



1 = o, J102 par defaul, 1 = o,3io3 par ences. 
1 le voil, cetle seconde meihode est plus avanlageuse que la 



premiere. 

5. JValure de i 



tegrale f e~''<lx. 

Le produil x"'e" '" tend vera zero, quel que soit m. Done, I'integrale 
proposee est convergente (n° 153). Elle converge plus rapidement 
que / —^1 si grand que soil ni. On demontre que sa valeur est egale 



6. Nature de rintegrale Z"' ^' , '^'^^ (oi> o). 

La fonction sous le signe / devient inrmieaux deux bomes de rinle- 

»raie. Considerons d'abord I'inlegrale f dx ^ y - x _ ^^^ ^^^ ^^ ^,^^ 
J^ x^ logs: 
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itiireque / LL__^ Qr, 

^ y, log a: 



loga; |og(i — A> 



Le prodiiil - — — a pour limite — i, quanrf A lend vers zero. Done 
(n» 13i) I'integrale a mSme oature que / - -^ ; c'est-a-dire qu'elle 

est coDvergenle. 

Considerons inaintenant I'integrale / vi — ^"^ p|[g ^^j j^ meme 

nature que / -^ • Le produil x'^f(x) tend vers zero; done 

si a ■< I, I'integrale a un sens. Si ot ^r t + £ (e >■ o), le produit 
x/{x) = ^ — augmente indefiniment (n" 96). Done I'integrale n'a 
pas de sens. Enfin, si a =: i , on a 






ddof^a;) _ 



(log I logs: ; )J = log log - — log I logo I = 



;nei nous ne 



En resume, Tinl^grale n'a de sens que si <x < i, 
7. Nature de I'integrale f sin(x')rfjr. 

La fonction sous le signe / change indefiniment de signi 
pouvons done pas utiliser les criteres du n" 153. Nous allons nous livrer 
a une etude directe de I'integrale. \ eel elTet, nous allons la comparer a 
la serie aliern^e dont les termes successifs sont obtenus en decomposanl 
I'integrale au moyen des valeurs de a: qui font changer le signe 
de sin{:r'), Ces valeurs sont ^kn, k prenant loules les valeurs enlieres 
positives. Nous aurons done la serie alternee 
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11, =-/ ,in(i')rf», 



Je dis que la suite (tip) est decrotssanle. 

Pour le prouver com mode ment, nous allons ramener toutes nos 
integrates a ai'oir les mimes homes. II suffil pour cela, de poser 

Nousavons alors (n« 138) 

Lorsque p augmente, la quantity sous le signe / diminue; done I'inle- 
grale diminite('). 

Je dis mainlenant que Up tend vers sero, pour p infini. En effet, 
d'apres la forinuiti de la mojenne (n" 143), on pent ecrire 

<" •"=-77^^<^. '■■<'><''>■ 

Quand p augmenle indefinimenl, , — tend vers zero; done, a for- 
tiori, Up. 

Fiaalement, noire serie alternee est convergence (n" S8). Soit S sa 

somme. Je dis que / sin(^')rfj; a pour Umite S, quand z lend 



ns ici la propri^le evidente>|ui 



i f f{x)dx> Jgfxydx. Cela 

n I, en effet, ^ / [/{x) — g{x)] dx Xi; ce qui est Evident, puisque, pour 
int^gralc, toiis \es ^l^ments de la eomme £ sont posJLih. Ajoutan^ que nous 
s suppose implicitement a <b. 
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En elTel, soit p le quotient a une unite pres par deTaiit de s' par tt. 
Si Sj, dtisigne la somme desp premiers termes de la serie, on a (n- I'i.S) 

Mais 

qui tend vers zero. Done f — S,, tend vers zero et, par suite, / lend 
versS. limiledeS,,. 

Remarques. — I. On a 

J ^m(x^)dx et J cos(x')rfx 

: impo 
i'integ 

deu\ pour valeur -1/ 



II. Lesinlegrale. 



jouent un i-dle important dans certaines questions de Physique et 
portent le nom i' integrates de Fresnel. On deniontre qu'elles ont toutes 



EXERCICES PROPOSfiS. 

1 . Generalisation de la formule de la moyenne. — Si, dans I'inter- 
valle {a. i), la fonction g{j:) garde un signe constant, on a 

f fi=^)^'{tr)dx=f(c)J g{x)dx (ccomprisenlre«et6). 

/■' dx 

2. Anpliquer la formule precedents a I'integrale / ,, . ■■■, ■ . ^ i 

" ^ ^ ^ J„ \'{i — a;'j(i—k*x*) 

en prenant 

f(^) = ' , g(^) = —L^ 

et supposant /" <; i , 
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3. Etudier les integrates 

J f{t)df, J fii)dt, 
quand la fonction/(f) est paire on impaire. 

k. Si f{x) est periodique et de periode p, on a, quel que soil x, 
I f{t)dt= I /(l)dt=P, I = kP (Rentier). 

L'iniegmie / peut toujours €tre ramenee, a un multiple de P pres, 
a ^Ire egale a ^ , ob a et {3 sont compris entre o et /j ou entre — ~ 
.! + «. 

5, Culculer la derivee par rapport a ( de I'integrale 

6, Oalculer les integrales de la forme 

I co^tx dx el / iMxlTdx 
par rapport a (. 

7. Calculerlalimiiede 

pour rt =: CO , au moyen de la valear moyenne d'une cerlaine fonction. 

8. Calculer la liraite vers laquelle teud la moyenne arithmetique des 
iliagonales d'un polygene rrgulier de rayon i, lorsque le nombre de ses 
cdtes aiigmente indermimenl. 
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9. Calculera -jJo presles integrales 

I dx, I v^i — :t-' dx. 

10. Reconnailre la nature des integrales suivanles : 

J^ a-'' J^ loga: .^ aictangr 

Jo A(-^'-0' -'p */a^(3; — Jjlog:r 

11. Si /(or) est une fonction consumment positive, d6croissanle et 

tendant vers zero pour x=^+ co , I'integrale / /{^) sinxrfx est con- 

vergenle. 

(Raisonner comme a Texercice resolu n" 7,} 

12. Nature des integrales 

( e-'^ sinx dx, j dx. 
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CIIAPITRE XUI. 

CAIXUL DES QUADRATURES. 



EXERCICES RtSOLDS. 
Calcuier . 



J, (»-i)>(a--a-^i)' 
Nous avons{n° 163) (') 

1=5 /•' ''' ^if "' . 
Beste a calcuier 

>=r^^ 

./. (j-'-j-^i)' 



Posons done (n" 16i) 



(') .Nousdesignonspar lii uotalion [/(i^) ]|; la qoanlile /( a., ) -/(a;,). 



Nous avoDi 






1 = — 4,32806. 

2. Calculer 

Posons (n" 105) 

Dna 

= C f^-^l^dl = et I ft' -i- nf- -^- 2 1^ -h 21^ -i- 2t -h i + ~~\ c/t 
= t<-h ■^ + 3('+4(>+G/»-i-i2/ + iilog(/ — I), 

3 . L' equation x'^ + y' — :cy = o definlt y comine fonction impUcite 
ie X. On consid^re, dans I'intervalle (o. -J pour j-, la tranche y 
iejinie par la plus grande racine. Calculer I'inlegrale 

L'equalion proposee represente, en coordoonees carlesiennes, une 
:ourbe unicursale (t. II). Si I'on pose, en efTel, / = la-, on en deduit 



Moyennant quoi, noire element difterentiel devient 
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II nous faut chercher maintenanl dans quel intervalle il faul varier { 
pour que x cruisse de o a -, y prenaat en outre pour valeurs successives 
les raciocs superieures de I'equation proposes. Si I'on remarque que, 
pour une valeur donn^e positive de x, y^tx est d'autant plus grand 
que t est plus grand, on voit qu'il faut prendre pour intervalle de 
variation de ( celui qui compretid les racines superieures de I'equation 



quand x croil de o a -• Or, pour x=^o. on a les r 


acines t = o, /=±i» . 


Pour x=-> on a les racines 




t t -■^'^ , - 


,-/i 


(lont la plus grande est i. Nous devons done pi 


rendre pour intervalle 



A-'('-^ ''*(' — ' + ''> 

Suivant la melhode generale des n" IBS et 164,, nous avons (') 

I =|log* + log(n-(')-HarctBrg(-v'3arctang.^^-^loer(''— (+i)l[ 



=h 



/(i + ^'i 






Le premier lerme est egal a loga, car, pour ( ^ +ac, la fraclio 
le signe log est egale a i, puisque son numerateur et son denomi 
admeltent lous deuv i' pour partie principale (n" 12fi). 

],e second terme vaul ^ ^ = — 7 ■ 



Le trc 



-^Hl-li = 7i- 



n quelqu< 



X =. - 1 on prend le plus lileve et I'lin voit immeijiatement c 
le point (x,y) decrit cet arc, qui est iei la moitie de la bou 
et la premiere bissectrice. ( Lc leiteur est prie de faire la figi 
(') Le lecteur est prie de faire les calculs. 
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T = losj 



4. Calciileil— l^ i^^rfx. 

J X— I 

Eraployons la melbode de reduction (n- 168) ('). Noi 



X-*-i ^x — i) sjx^ — 



r xdx ^ r V j)*^ , i f dx 

•J t/x^ — X -t- I J ^x^ — X -+• I ^J t/x^ — X ■+■ \ 
r-. ' r dx 

Iculoni f ''' . On a 



Nous avons mamtenant a calculer / ; . . . — ■ Posons 

(nMeS) x-i=-; Tintegrale devient f- ''' - ('), qui se deduU 
de (i) par le changement de ^ en — ( el a, par consequent, pour valeur 



(') Nous conseillons au kctcur, A litre d'e«rcice el pour comf 
des deux meibodes, d'uliliser aussi le changement de variable ^x'- 
(u- 167). 

(') En supposant, pour filer les idies, ( <o, c'esl-i-dire x<i. 
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CALCnL DES QUADKATURES. 

Fiaalement, nous avons 



^los(x—^-h^3:'--x-<-i\-hlogl~^ -(- A>— «'-i-A 



5. Calculer 1 = f ^^ — (E. P., 191 1). 

Les racines du radical sont r^elles. Posons done (n° 167) 



Lorsque^r croit de a k b, I croil de o a +00. Nous avons alor 
•i(b — a)(a + bl^)tde _ r*' {a + bt*)dt 



■ _ r*'' -i(b — a)(a + bi^)tdt _ r* 
Posons (n° 164) (= tango:; il vient 



I =2j (ocos'f +6sin'^)J^ =y [o(l-^cos»,) + S(l-c.osl,)l<iJ, 



=X<t: 



Observons d'abord qu'il est necessaire de supposer e<i pour que 
rinlegrale ait un sens (n" 151). Cela elant admis, posons (n° 169) 

Nous avons 

nydt 






['M' + e) + '~«P 
Faisons maintenant le cbangement de variable t:=mu, en posant, 
>our abreger Tecriture, m ^ 1/ • " vienl 
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Posons (n" 16V) « ^^ lang(p; nous avons 



Or, 

(cos*ip + m' sin'f )' 

= ^[, + m. + (,_,„.)cos./o]> 

= ^[(1 + >«■)'+ 2f.-m>)cos2y + ^'~J"''' (i + 005 4?)]. 

Done 

7. Calciaer\=J^ \^^^fl^.^^^ (E. P., .9,.). 

La funclion sous le signe ( admel pour periode -• Ceci suggere 
I'idee de poser {cf. n" 169) langa jt =:r. Etiectivement, on peut ecrire 

D'autre pari, quand -r crotL de o a -i ix croit de o a 7:; f croit de o 
a +ao; puisde — oe ao. Oti a 

I— C* —^L_ f" ■" _ r^' lit _ /" rf? 



, Calcuter llntc-'rale dvfinie 1= f - 



Pour Taire disparaitre ie radical, sans en introduii'e d'aulre, faisons le 
changenient de variable 



On tire de cetle equation 

X — Iog(a 5in( - 1), dx = 
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puis 

(a) y/4 _ ^e-+ ,,» = v^4 cos'I =± 2 coUl 

Lorsque x vane de o a — i, s'lnt varie de i a "^ ; nous pouvons 

faire varier t de - a arc sin :^ ^■;'',g^y. Dans cet intervalle, cosi 

est posilif, de sorie qu'il faat prendre le signe 4- dans la formule (3). 



IVoi 



aloi 



J„ ISiiK-i 

aintenanl le changement de variable (ii" 109) 



Lorsque ( decroil de - a 47'", 9^7, " decroil de i h o, 39544- Nous 
ivons alors 

J I 4 U — I — U2 

r du __ r du 

""ITS °'|„_, + v/jr 



3V 1/3-2+0.39544 ' tfi-'J 



9. Catcaler f-4^- 
J X logs; 

L'inl^rjiU secrit 



r d<\<'Sr) 
Pitts g^neralerttent, si Ton pose, pour abreger 



logp^t ^ log log . . . loga; 
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10. Calculer I = Te^x'rf^. 
Integrons par parlies (I, n" 161 ) : 

AjouLons membre a membre, il vient 



11. Calculer I 



-J'- 



4 ^i 



Integrons par parties (n" 161, IV) ; 



l"K(a^'- iT-^-i) 



loe(«.'-3j + j) _ 3 I _ 






Integrons par parlies (n° 161, IV), en prenanl c ^ / --— j— --rj— • 
11 nous faut, au pr^alable, calculer c, suivant la methode g;en6rale 
dun- 163. On a 



(') Pour obtenir in 
simples, icrire celui-i 



log(a;-i)[^-a) = IOB(-t-i) + log;a;-l). 
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d'oti, 
















Puis, 




" 


=-J(,-i 


-^T^ 


r) = r 


— x'' 




Lii 


I 
aeg 

r 


1 — 3^'^'' 

rale du seci 
-xdx 


and membn 


1 s'ecrit 


— a:' ~ 


) 


-i)' 



a/Sv/ ■ 3-/5 7 , 3 + /i 
3 — t/5 






13. Calcultr I = T '^'^ 



Integrons par parties (□" 16!, IV), en prenant v — f ' 

Si Ton observe que 3j;'— i est la d^rivee de j;(j:' — i}~a^' — ^, on 
voit qu'on pent prendre 

d'oJi 



dans I'intervalle d'iDU{ 

Google 






(') On a, en effet, i/(a: — t)' = i — x, car, dans I'intervalle d'intigration, 

p™ti(. 



Posons {n» 165) 

/ i —T _ _ t'—\ _ iidt 

Nous avons 

1 = i + arc tango- arc langi = f — t = — o.-iSJ^. 

EXERCICES PROPOSES. 
1. Calculer les integrates suivantes : 

r*' (r — sirfj- r dx r^' dj- 

■J^ 3^'(^'-r->--t-i)' J T'~i' J^ (x"+\y' 

r— {x'-^ix,dT 



. 2. Determiner a pour que 1 



■■■'g'-'"y i.-.).,i-„. ■ 



/f^-' /^^%^"- xVi^:- 



XVfc^'-' ^I'vAL^iAA, 



4. Calculei- 

ichant quejK(-r' + /')H-^= — >'— o. 
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5. Calculer 

r"^' rfj: r' x»d x r' T''d.r 

6. Calcuier 

r rfa: /■ ^ /• ^fe 

J a-ycosx' J acos=a^ + 6sin'a-' J a casx -^ b %inx ^ c' 

7. Galc-ler 

/ sin'a^da:, / cos'a: sin'a: ttr, / i\n* x coifl x dx , i (cosx)" dx, 
r^4-' Min>37tangT(ic, ( (sina^— cosa;)'rfr, rsin.rsinaa-sioSajrfa:. 

8. Calcuier 

9. Calcuier 

r xdx r X' dx r x'dx r ^lx-^ — T. 

10. Calcuier 

J cus3: + i J^ j/3 + cosaa: -' 
[Poser i n= cos^, sin^- ou tanga.j 

11. Calcuier 
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12. Calculer 



J'"""- X' 



[Pour la seconde, postr ^' -(- i = f.] 

13. Calculer 

f x^%\Bx:dx, r xchxdx, l{x'~-X'i-.i)(sin*x~cOix)dx, 
f xe-'^ sin'37 dx, f{x^—i)e^' sin %x da;. 

14. Calculer 

/ a; arc lAn^xdx, I (x'-i- i)[ogx dx, j x \jx'' -\- i log x dx, 

/■"^" loKd + ^'l ^, r' J- + I ^„ 

I ___ — -ax, I arc lang da^, 

/ ATcsinxdx, I x^aTcsini/x'—-i dx. 

15. Calculer 

jilosxy^dx, jiaTCiinxj'dx. 

[Integrer «, a fois par parlies.] 

16. Calculer 

fx_dx_ r x(i-i-co<,arjdx 

J coi^xr' J sin'a: 

[Inlegrer par parlies en prenant it — x.] 
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CHAPITRE XIV. 

APPLICATIONS DES QUADRATURES. 



EXERaCES R£80LDS. 

1. Longueur d'lin arc de parabole. — Soil la parabole y^=: apx. 
Nous voulons calciiler la longueur de I'arc OM, M etant defini par soq 
ordonnee^. L'element lineaire est donne par la formule 

Donc 

Calculons I'inl^grale indefinie I = f\/T^dt. On a (n» 168) 

d'oii 

1= j[log(l-^/^^;i)-f VT^^]; 
el eniin 



2. Longu. 
polaire 



cardioide, — Soit la cardiotde d'equation 



ds^^dp^-h p'rfio' = a'Isin'oi + (i + cosuj)'] rfto' 

= 2a'{i -1- co3i3i)dio^— 4 a' cos' — <Ao'; 
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Si Ton veul la longueur totale, il suffil de faire w =: 7t et de doubler, 
ce qui donne s-=8a. 

3. Longueur d'une toxodromie. — Soil la loxodromie donl I'equa- 
lion est, en coordonn^es polaires splieriques, 

tang- = e"? (m = const.). 
On en d^doll 

ma = logiaii(i;-, mdf = ^r^; 

d'oii, en appelant R )e rayon de la sphere qui porte la loxodromie, 

rf« = R»/i-K-_Lrfo, s = Ri/n- -L(e,— e,), 

en appelant s I'arc compris entre les deu\ points M,, Mgdecolatitudes $, 

et 9;. 

En particulier, si Mi tend vers le pAle, 9, tend vers zero, s tend vers 
-{'j, bien que M, tourne ind^Hniment autour 



4, Aire comprise entre une hyperbole equilatere et son asymptote. — 
Soil riiyperbole eqiiilatere xy^a*. Evatuons I'atre A comprise enlre 
cette ligne, I'axe des w, el les paralleles a 0/ d'abscisses .r, et x^. Nous 

A = /""rrf'^-«'/" J=«'(ios.r)i:=«'iog|i. 

En particulier, on voit que, si (i ^ I, log.r represenle I'aire comprise 
entre I'hyperbole, son asymptote et les paralleles a Oy d'abscisses i el x. 
C'est a cause de cette propriete qu'on donne qiielquefoisau\logarilbmes 
neperiens le nom de logarithmes hyperholiques. 
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3. Aire de ('ellipse. — Soil a calculer I'aire limitee par I'ellipse 

d'cqualion 5^ + -^ — 1 — o. 

Les calculs les plus simples sonl oblenus en exprimanla^el^au moyen 
de I'aDomalie exceiilrique, soil 

Nous avonsalorsCn" 173) 

L^aire du secleur balaye par OM quand <p croll de (pi a ^1 est egale 

a — (?j — <pi)>ce t"' s'e^pliqueaisemenlsi Ton considete I'ellipse comme 

projection de son cercle principal. 

6. Aire de la lenmiscate de Bernoulli. — Soil la lemniscale d equa- 
tion polaire p'= cosaw. On a {o" 173) 



ifr— -'(^):= 



7. Aire de I'ellipsoide de revolution. — Soil I'ellipsoide engendre 
par I'ellipse de I'exercice n" 3 en tournant autour de Oy. L'element 
d'aire correspondant a raccroissemenl df de I'anomalie excenlriquc est 



dA = i.T^x ds = -iT.a cosa/<i' sjn'o -1- b' cos^j rfo. 
On a done 

A = -i / arav^a" siii'tp -t- 0'' cc)='o cosf t^^. 
Faiso'ns le changeinenl de variable sin9 — i; il vient 

lit, en tenant comple dun calcul deja fait (exercice n° 1 ), 

A titre de verification, on pent clierclier ce que devient celle expr 
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9i 

sion lorsquecHend vers b 
de rayon b. Nous laissons 
reportant au n* 126. 



I'airu de la spUe 
rendre compte,en 



Volume du tore. — Soil !e lore engendre par le cercle c en loui 
i autour de Oi {fig. 5). Coupons-le par le plan de cote s; not 



obtenons une cnuronoe comprise entre deu\ cercles de rajoi 
abscisses des poinLs M et M'. L'aire de celte couronne est 

(l) A(3) = Ti(a?» — ar'>) = ic(ar — a^')(3: + a:') = -nMM'.2a = 2Jr6 

rel6inent de volume est, par suiie, 

(a) rfV = '2irnMM'ris. 

Pour eviler les radicaii]i, prenons pour 
ACM ^9; nous le ferons croltre de o a ~ < 



riable d'int^graiion Tangle 
nous doublerons le volume 



obtenu 


pour avoi 




MM' = 


V 


--r> 




-<-"»X 



olume tolal. Nous avons, de la sorte. 



•(-^)" 



9, Masse d'un cube sachant que la density en chaque point est 
6gale a la quatrieme puissance de la distance a un sommet. — Pre- 
nons trois axes de coordonnees formes par les aretes qui aboutissent nu 
sommet considere.On ne peut songer^ decouper par les surfaces d'egale 
densite; car ce sont des spheres de centre 0, qui donneraient lieu a des 
volumes compliques des que leur rayon depasserail I'arSle a du cube. 
Les seulea surfaces simples qui permetLent de balayer commodement 
lout le cube sont des plans paralleles aux plans de coordonnees. 
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Coupons par les plans {x) et {x -i- dx). Nous obtenons une petite 
tranche, dont il faut calculer la masse dm. Corarae elle n'est pas homo- 
gSne, nous la decoupons a son lour par les plans (y), (y-i-dy). Nous 
obtenons utie petite bande, dont il faut calculer la masse d,m. Comme 
elle n'est pas homogene, nous la decoupons par les plans (3), (z'+^ds). 
Le petit morceau obtenu est sensiblement homogene et a pour masse 

" rf,m=^OM dTdydz = {:r^-\-jr'-hz*ydxdydz. 
Puis 

d, m = dx dy I (a-' + z'-t- s' j' ds 

-rfiJj^Ci' + r'j'a + aCi'^r'Jy + y]; 

»=/'-'"--.('("-5''-"-p'-')*' 



10. Centre de gravite d'un arc d'IMice. 
decrit par le point M de coordonnees (t. 11), 

x=^ Rcosif, j = Rsino, 



(!) 

lorsque y croil de 
si on le suppose I 
On a (n» 181) 



i + «. II admet Ox pour axe de symetrie; done, 
gene, son centre de gravile est sur celte droite. 



en appelant r. 
densite egale 

Or, 



la masse r^elle obtenue en supposarit, par exemple, 
\ 1 et nix Is masse fictive correspondant a la d'ensite ; 

dm = ds = <j'dx^ -I- </f ' + ds* — /R' + k' d<f, 
dmx=xdm = B\/R'-i-A:'cos<i>rfif ; 
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Remarque. — OG est independanL de k. Or, pour kr=o. Tare AB se 
rediiit a Tare de cercle ab (fiff. 6). Lone, le centre de gravile d'un 



d 



OF 



arc d'helice coincide ai-ec celui de sa projection S: 
droile moyenne. 

11. Centre de gravite d'une denii- ellipse. — Soil Fellipse de 1'eji.ei'- 
cice n" 5. Cherchons le centre de gravite de I'aire qu'elle comprend i 
droite de Oj. II se trouve sur Ox ii une distance OG — — ■ 



n plan de section 



fin supposanl la density egale a i, nous avons dejii m = 
cice n" 5). Calculons m^!. 

Decoupons par des paialleles a Oy. Nous avons (fig. 7) 

rfnI^ = 3■.aire.MM'^'N = arMNrfa:= ■iyxdx. 
Fig. 7. 



::(ej 



MM' 



Or, en dilTerentiant I'equatioii de Tellipse, nous 
X dx r 'Iv 



dwj: = — yy -^r dy =— -^y' dy; 

D,riz*:itv Google 



itPP LI CATIONS DE9 Qir*Dn4TirREI 

d'ofi, en Integraut le long de I'arc BA (n" 178), 



-¥/'■'■■* -5°"- 



12. Centre de gravite da segment sph6rique. — II se trouve sur 
I'axe Os du segment (fig. 8). Cherchons sa cote OG— — ■ En suppo- 




sant toujours la densite reelle egale a i et coupant par des plans perpen- 
diculaires a 0^, nous avons 

,H = 7t ^ (Ri-3")</j = icRi(6 — a)-^(6' — a') 
m.= -K f (R'— s');rf5 = Tr^(6' — ai) — |(6* — ai) 



j' 'iK' — a' — 6»— (x6 

Comme verification, OG s'annule pour a=.— b, c'esl-ii-dire quand 
est centre de symetrie du segment. 

13. THeoRtHES DE GuiDiK. — I. L'aire engendiee par un ofc de Ugnt 
plane, en tournant aiitour d'nn awe Os sitae dans son plan el ne le 
Haao. — Exerckes, I, >IJ>qIc 



rencontrant pas, est egale a la longueur de cet arc multipliee par la 
longueur de la ctrco/i/erence decrite par son centre de gravite. 

En effet, nous avons (n" 176), en prenanl, dans le plan de la ligne, un 
a\e des x perpendiculaire a 0^. 



-1 



Or, si I'on imagine que I'arc, suppose homogene, ail pour densite it., 
>on centre de gravite a pour ab§cisse 



L: 



A = aTi/X = /xarX. c. q. P- d. 

II, l.e volume engendre par une aire plane, tournant autour d'un 
axe situe dans son plan el ne la rencontrant pas, est egal au prodait 
de cette aire par la longueur de la circonference engendree par son 
centre de gravile. 

En efTet, decomposons I'aire en petits morceaux par des paralleles 
a 0^ et a 0:. Nous obttinons de la sorte, en negligeanl les morceaux 
irreguliers qui sonl au volslnage du perimeire, de peLils reclanglea 




teis que ABCI) (fig. 9). Celui-ci engendre un petit anneau, dont le 
volume est 

.■ = 7ifliB'-EA')AD 
= T:AD(EJt — EA)(EB + b:A) = a^.AD.AI!.PM = 27:. PM X aire ABCD, 

en tiesignant par M le centre du rectangle. 

Le volume V engendre par I'aire totale est evidemmenl la limite de la 
somme des volumes c lorsque le nombre des petits rectangles augmente 
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lent, chacun d'eux tendant k se reduJre a un point {'). On e 



Mais, cette limite est aussi le numerateur de I'abscisse X du centre de 

gravile de I'alre plane, supposes homogene et de densile 37:; le denomi- 
nateur elanl alors ax. A, en appelant A. la mesure de I'aire. On a done 



V = 2itAX = A xanX. c.a.F.D. 

Ces deus theoremes peuveni servir soil a calculer des surfaces ou des 
volumes, soft a determiner des centres de gravite. Par exemple, la 
surface et le volume du tore s'en dedulsent immediatement. De tnSme, 
en partant de la surface ou du volume de la sphere, on peut obtenir le 
centre de gravite de la demi-circonference ou du demi-cercle. 

li. Moment d'inertie d'une sphere homogene par rapport a une 
droite quelconque de I'espace. — Menons par le centre O de la sphere 
une droite D' parallele a la droite D donnee. Si d designe la distance 
deOaD, ona(nM84) 

lD = lD-(-Md*. 

Tout revient done a calculer li,. Or, le moment d'inertie d'une sphere 
homogene est evidemment le ni^me par rapport a tous ses diamelres. 
D'autre part, la somme des moments d'inertie par rapport k trois dia- 
metres rectangulaires est egale a deux fois le moment d'inertie par 
rapport au centre (n° 183); de sorte que li,.=r - !(,. 

Or, rien n'est plus aise que le calcul direct de Iq. Si nous decoupons 
par des spheres conceniriques, le moment d'inertie elemenlaire du 
volume compris entre deux spheres consecutives de rayons r et r -\- dr 
est sensiblement, en appelant p le densite ('), 

dl = p X 4't/'' i^/'.»''= 4'^p''* dr. 



(') Ceci I 


■evienl a admetlre qu 


e laire engendree par les morceaux irreguliers 


tend vers zc: 


ro, ce qui semble assez 


intuttif. Le lecteur ne doit pas cependant consi- 


direr ceci c 


omuic une d^moastrati 


ioD entierement rigoureuse, laquelle sortirait des 


ILmites de c. 


;l Ouvtage. 




('] La partie principale du volim 


ne compris enire les deux spheres est la differen- 


tielle Ae^r. 


1-^, volume de la sphen 


! deraj-on r [ n' 13H)- 
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Jl = 4 MR", ri,= M/^^R'-4-</"y 



oil M represenie la n 



e de la sphei 



IS, Moment d'inertie d'an tetraedre reguUer par rapport a une 
hauteur (E. P., igu). — II ne faut evidemment pas songer a aborder 
le calcul ittrecl, car Ips cjlindres de revolution ayant pour a\e la hauteur 
coupenl les faces du tetraedre suivant des ellipses et delerminenl entre 
euK des volumes beaucoup trop compliques. Considerons au contraire 

Fig. lo. 




les deux plans rectangulaires SAH et SEHD {Jig. lo). Nous avons 

(nM83) 

Isi[=IsAH-(-IsED. 

Calculons IgAH- Coupons par des plans paralleles sUues 3u\ distances x 
el as -\-dx de SAH, La tranche ainsi oblenue a sensiblemenl pour moment 
d'iiierlie, en appelant p la densile, 



d\ = aire MNP.rf37.p37>. 



Or, on sail que 



eMNP /BN 



m^ 



e AA'S = -AA'.SII 
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ay'^ 


"~ 


lA' 




iax' 


^(a»:r>. 


~io 


'^■■'-t- ; 


■,.T^)d^: 


P 



en appelant M la masse du tetraedre. 

II s'agil mainleQant de calciiler Iseb- On pourrait faire ce calcul direc- 
temenl comoie le precedent. II sei'ait aussi simple pour ce qui concerne 
la portion 5ADE du letraedre et serail nn pen plus compliqut^ pour ce 
<{ui concerne la portion SEDBC. Nous irons plus vite en remarquant 
que, par raison de symetrie, les moments d'inertie sont les mSmes par 
rapport aux trois plans SHA., SHB, SHC, et en nous appuyant, d'aulrc 
part, sur le theoreme general suivant ; 

Tiieoii£ME. — Si le moment d'inertie d'un milieu est le mime par 
rapport a trois plans passant par ane nieine droite, it est le m4me par 
rapport a tous les plans passant par cette droits. 

En efiiet, le moment d'inertie par rapport a un plan quelconque 

passant par 0= est 

1= Sm(37cossn-7sina)* = Acos'a + 2B5inicosa-l-Gsin»a, 

en posanl 

A = Imx^, I) = :Lm3;y, C = Sni_>-'- 

Si, dans cette formule, on considere 1 comme donne et qu'on cherclie ol, 
on a une equation du second degre en tanga, qui ne saurail admettre 
trois racines sans Stre verifiee idenliquement. Autrcment dit, trois plans 
ne sauraient donner la meme valeur pour 1 sans quil en soil de mgme 
pour tous tes autres. c. Q. F. D. 

Cela pose, si nous revenons a noire tetraedre, nous voyons qu'il admet 
le meme moment d'inertie par rapport a tous les plans passant par SH. 
Done, en particulier Iseu= UtH^ d'oii 



EXERCICES PROPOSES. 

1. Calculer la longueur de la cycloide, de la chainette (t. II). 

2. Rectifier les spirales logarithmique, d'Archimede, liyperbolique 



^)- 
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3. Rectifier la courbe definie par les equations 

a;=( — — , 7 = i', 3 = 3( + ('. 

Quelle relation existe-t-il entre Tare de ceite courbe et celui de sa 
projection sur a:0y7 

k. Calculer la longueur del'arcdeta courbe pr= tang'u, quiest obtenu 

en faisant varier u de o a — • 

4 

o. Soil le paraboloi'de de revolution x^-\- y^-= 2z. On le coupe par un 
cylindre ajant pour section droite dans le plan xOy la spirale d'Archi- 
mede p ^ mo). Trouver la longueur de la portion de la courbe d'inler- 
section comprise enire ^0/ et le plan perpendiculaire a I'axe mene par 
le foyer. 

6. MSme question en rempla^ant la fipirale d'Archim^de par la spirale 
logarithm] que p ^ e™", puis par la spirale h}'perbolique p ^ — • 

7. Calculer I'aire con>prise entre une parabole et deux cordes perpen- 
diculaires a i'axe. 

8. M^me question pour une ellipse et pour une hyperbole. 

9. Calculer I'aire de la boucle de la stroplio'ide 

a:(a:i + j») + 3^* — _X>=0. 

10. Mfime question pour le folium de Descartes, x*-t~j^:=wy. 
il. Calculer I'aire comprise entre Ox et la courbe j(jr'-i- i) = i. 

12. Calculer I'aire comprise entre la chainette ^y — chx, I'axe des j^ 
et deux ordonnees, ou bien entre la chafnette, I'axe des / el deux 
abscisses. 

13, Aire de la boucle de la courbe delinie par les equations 

!e = t — t\ y'= (V+i3 + i. 

H. Aire d'un secleur parabolique, elliplique ou hyperbolique ayant 
pour sommet un foyer. 

15. Aire dulimaconde Pascal. 

16. Aire d'un secleur de spirale logaritlimique. 
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17. Aire comprise entre !a conclioi'de de Nicomede p ^= h ft, 

I'axe polaire el la droite w = — ■ 

18. "Calculer I'aire d'une calotte de parabololde de revolution limilee 
par le plan perpendiculaire a I'axe mene par le foyer. 

19. Calculer la surface du tore. 

20. Aire de la surface engendree par une cycloVde en tournant aulour 
de sa base, ou d'une tangente de rebroussement, ou de la normale au 
sommet. 

21. MSme question pour une chainette tournant a u tour de sabaseO^c 
oil de son axe de symetrie 0/. 

22. M^me question pour la leraniscated'equation polaire p = y'cos2 u, 
tournant autour de Ox ou de Oy. 

I D'abord. I'el^ment lineaire est donne par la formule 

ds^= rfp> -H p' rfoj! = p'rfiu' i-v (~j~) = P'''w'(i -H tang*2(u) = -^—f, — ; 
d'oii 

d, = ^- 

Puis, en tournant autour de O^', 

dX = iirp sinoj rfj = '"' ■ ■ ■ ■ ■■ = 2it sinco rf'y ; 

en tournant aulour de Oy, 

d\.' = tTzp cosiu ds ^ aiT cosio dia. 
On pourrait plus geueraleroenl faire tourner autour d'une droite quel- 

23. Meme question pour la boucle de la courbe delinie par les equa- 

j: = i—mU', / = (=, 

I'axe de rotation etanl O^. 

Montrer qu'il existe une valeur de m pour laquelle I'aire engendree 
par un arc quelconque de la courbe est tm polynome par rapport aus 
ordonnees des exlremiles de cet arc. 
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2%. Volume de I'ellipsoide ^ + i! + i! _ , ^ o. 

'^ a' ii' c» 

25. Volume du paraboloVde ■^ -)-- — 2.r = o (/>, 7>o), limile an 

/' 7 
pla. x=z^. 

26. Volume engendre par iine cycloide ou une chainetie tournanl 
comme dans les exercices n°' 21) el 21. 

27. M^me question pour la lemni^cate du n° 22 et pour la courbe 
du B" 23. 

28. Calculer la masse d'une ellipse en supposantque la densite lineaire 
en chaque point est proporlionnelle a la di>lance au grand a\e. 

29. Masse d'un arc de parabole termine au sommet O, en supposanl 
la densite en chaque point M proporlionnelle a OM. 

30. Masse de la surface d'une ellipse en supposant la densite propor- 
lionnelle a la distance au petit axe. 

31. Masse de la surface d'un tore, la densite en chaque point elant 
rinverse du carre de la distance au centre. 

32. Masse d'une sphere dont la densite en cliaque point M est ^—, 

AM 
A designant un point fixe de la surface. 

33. Masse d'un c6ne de revolution limite par une section circulaire, 
sachant que la densite en chaque point est egale a la distance de ce point 

3/^. Masse d'un cylindre de revolution dont la densite en M est OM, 
designant le centre du cjlindre suppose limits par deux sections 
droiles. 

35. Centre de gravite d'un arc de parabole, suppose homogene. 

36. Centres de gravite du secteur circulaire, du segment circulaire, 
du secteur elliptique, du segment elliptique, du segment parabolique, 
de la zone spherique, de la zone de paraboloKde de revolution, 

37. Centres de gravite des segments d'ellipsotde de revolution, de 
paraboloi'de de revolution. 

38. Centre de gravite d'un c6ne homogene a base quelconque. 
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39. Cenlres de grnvite de la cycloVde, de son aire, de la surface et du 
volume quelle engendre en tournanl autour de sa base. 

40. Memes questions pour un arc de chainelte. 

41. Moment d'inertie d'un segment de droile par rapport a unedroile 
quelconque de I'espace. 

42. Moment d'inertie d'une circonference par rapport a un diametre. 
(Se rain^ne au moment d'inertie par rapport au centre.) 

4J. Moments d'inertie d'un rectangle on d'on triangle par rapport a 
une droile parallele a I'un des c6tes, par rapport a un point du plan. 

kk. Moments d'inertie d'un disqiie circulaire par rapport a une droile 
de son plan, d'un disque etiiptique par rapport a son grand axe, d'un 
segment parabolique par rapport a son axe, 

45. Moment d'inertie d'une sphere creuse par rapport a une droile 

46. Moments d'inertie dun cube par rapport d une ar^te, d'un prisme 
droit a base triangulaire equilaterale par rapport a ses axes de sym6trie 
(ternaire el binaire). 

47. Moments d'inertie d'un c6ne de revolution par rapport a son axe, 
d'un cylindre de revolution par rapport ik une generatrice. 

48. Moments d'inertie d'un ellipsoide quelconque par rapport a un 
axe, d'un tore par rapport a vn a\e. 

49. Moments d'inertie d'une cycloide et de son aire par rapport a sa 
base, ainsi que de la surface et du volume qu'elle engendre en lournant 
aulour de cette base. 
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CHAPITRE XV. 

Equations differentielles. 



ESERCICES RCSOLUS. 

1. Ckercher les series entieres qui verijient I'eguation differentielle 



y' = a a, + 6033: + + n(n — i)a!„j^«-!+..., 3^{i — a^), 

Multiplions par les coefHcienU indiques a droite et ajoutons; nous 
devona obtenir une serie entiere idenliqueineni nulle. Annulons le coeffi- 
cient de x", 



(a) «„.,(« + , )(" + -/) = «.(" + =^)(n + ?)- 

A cause du facieur n + '/. il nous faut dislinguer detix cas : 

Premier cas : y n'est pas entier negatif, ni nul. — Alors n +-j ne 
s'annule jamais et I'on pent ecrire 

D'oii Ton deduk (Note I), en supposanl «„ _- 1, 

La serie cherchee est done, a un facteur constant arbilraire prea 
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(..l.urdea.), 

^(, + |-)...(a + n-[)3(p-n)...(l}-i-/l-l) 

i.i...H.Y(T + iJ---(r + ''-i) 

Elle est connue sous le nom de serie hypergeonietrique de Gauss 
et joue un r6le fori importani Hans de nombreuses questions d'Analyse. 
Son inlervalle de convergence est (—1, +1), comrae le montre la regie 
de d'Alembert ('). 

Deuxieme cos: y est un entier lo. — Soit -/ = — p (p^o). 

Si, dans la formula (a), on fait /i ^/), on obtient (ip = o. En faisant 

les p-hi premiers coefficients sont tous nuls ('). Si Ton suppose 
ensuile n^ p + i, p-h 2, . . . , on peul calculer les coefficients ap^.l, 
flp+s, ... en fonction de «p+,, lequel demeure arbilraire et peut elre 
pris egal a i, en negligeant un facteur constant. On obtient de la sorle 






■H^ -H [)(!+/» -f- 2) ... (1+ /> + n) 1 .■i. .. n 
On peut I'ecrire 

(6) Jr^Xl^^S, 

z designant ce que devient la aerie (^) si Ton y reraplace a par a-\-p-\-^, 
j3par(3+/> + i,y par H-/J + 1. 

On peut d'ailleurs arriver directement ^ ce resultat, en faisant le 
cliangement de variable defini par (6). D'une facon generale, si Ton 

pose 

(7) r = a?'-T3, 
I'equation (1) se Lransforme en la suivante ('), 

(8) ^(,_^}z'-H[^-Y-(a + p--3-27);r]3'-{a^.-7K? + 1-7)^ = 0, 

(■) On trouvera quelques proprieli^s (le cetie serie dans Lemons (n° 354)- 
(') CecL suppose louiefois qu'aucun des facteurs (n-i-a), (n + ?) ne s'annule, 
ronditiOQ certainement realisee si les nombres a, p ne sont pas des enliers ^ 0. 
(^) Le lecteur est prie de taire Its calcuis, qui ne prtsentent pas de diflicuttes. 
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qui se decluil de (i) par le changemenl de a en w + 1 — y, de j3 
CD ;3-f-i — yet deyen a — y. 

En supposant y= — p, on a 2— )'^a4-/>>o; on se Irouve dans le 
premier cas e[ Ton retrouve bien la formiile (6). 

Remar/j/ue. — Ainsi qu'on vient de le voir, les series eniieies qui 
verifient Teqiiation (n) ne dependent que d'une constante arbitraire, qui 
rentre comme facteur. Or, nous savons (n" 186) que Finlefrrale generale 
doit dependie de deux coiislantes. Ceci nous prouve que cerlaines inte- 
grates de cerlaines equations differenliKlles peiivent ne pas elie deve- 
loppabtes suivant les puissances croissanles de x. En consequence, la 
metliode de resolution des equations differentielles signalee au n" 18(i 
peul, dans certains cas, ne pas gtre applicable ou ne I'filre que partielle- 
meni (comme c'est ici le cas), c'est-a-dire ne donner quo des integrales 
parlic«l,eres. 

Pour terminer, ohservons que, dans Ihypothese ou y n'est pas eotier, 
la formule (4), combinee avec la formula (7), donne Tintegrale gene- 
rale. Mais celle-ci renferme alors un developpemenl a expofanls frac- 



. Integrer ('equation differentielle 



^a — ■i.bx — x^ )/ii -M &_>■ — y' 
.nt separees (n- (88); d'oii I'lntegrale generale 
dy 



j ^a^.b^c-:.^ i/;^^ 



by—yi 



ou, en elTectuant les quadratures par la meiliode de reduction (n" 168), 
{•,) arc sin ^j^^= = a-'c sm ^^-^^ -^ const. 

II semble, ji premiere vue, qu'on obtient une int^grale t 
En realite, la relation entre x et y est algebrique. 

Appelons. en effel, a; eL [3 les arcs sinus du premieret du 
bres. Nous avons 

(3) a-? = const. 
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(5) (a.~6>v/a + ifr^-^'-(j'-6)A-H'i6^-^' = const.= C. 

C'est bien la une relalion algebrique. On peul d'ailleurs la rendre 
rattonnelle. Si Ton pose, pour simpiifier I'ecrilure, 

(6) x — b = \, y-b = \, a + b^=m, 
on oblient, par deux elevations au carre, 

(7) «ti(X'-Y>)»-i-2C'[»X'Vi— «i(X'+ Y')]-(-C* = o. 
Les courbes integrales sont du huilieme degre, 

3. IntKgrer I'equation 

ixy^y)ix^^y*)i,\n^ — x^= o. 

Celle equation est homogene en x, y. Posons done (n" 190} — ^(. 
II vient 

doCi 

loga: = a( sin ( + (! — (') cos/ + const. 

Les equations parametriqucs de I'integrale generale sont 
^^rHirrrZL (G = const.) 

4, ItUegrer I'equation 

ix^y^xy = x^^x (E. P., 1911). 

Celte equation est llneaire. Appliquons la jnethode decrite au n' 191. 

!. Equation sans second membre : 

1 x^y' ■+■ xy TT. o, 

dy I dx , I , , r. 

-^ H = 0, log^ -f- - log37 = logC; 

y 1 X 1 

-7|- . 
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II. Variation de la co/isCanle : 



Portant dans (i), nous avons pour inlegrale generate de I'equalion 

5. Inlegrer ('equation 

^y' — y s\n X + yi stair — o. 
Cest une equation de Bernoulli (n° 192); elle s'ecril 

ou, en posant s iz: — , 

y 

Equation sans second membre ; 

— = — - ■ rf 
lo8s = |cosflr+IogC, -= Ce'""'. 

Variation de la conslanle ; 



=J r -- 



= t, -siaxdr = dl. 
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doit 

a = -T- ( 1 -H — COS J- 1 -1- ke^ ( k = const. ), 

0. Integrer I'eqiiation 

Cetie equation, qui est dite equation de Lagrange, rentre dans le 
premier cas examine au n' 193; car, si I'on y regarde a; el 7 comme des 
coordonnees courantes, elle represenle une droite et par suite une 
courbe unicursale. Comme parametre (, nous pouvons garder ^. Nous 
[tosons, d'aulre part ( n" 193 ), 

(.) y-£ = «. 

Nous avons alors 

(») y = if{u)^s(uy. 

d'oii 

(3) </x/(u)H-»/'(l<)a!» + s-'(l.)rf»=«rfi 



(4) g[/(«)-,.l + ,/'(.) + f'(„)=o. 

Cette equation est lineaire par rapport a x. On I'int^grera, ce qui don- 
ne.'a(n"191) 

( x = \'(u)^COiu) 
' I J =/(«)!■■(«) -ff(«) + C/(«)G(H> (C -const.) 

pour equations parameti'iques de i'inlegrale generale. 

Cas pariiciilier. Equation de Clairaut. — L'equation (!\ ) cesse d'etre 
une equation differenlielle dans le cas particulier oil /(") ^ u. L'equa- 
tion correspondanle 

(6) ^■ = r/-i-^(/) 

estdile equation de Clairaut. 

DigizedtyGOOgle 



Dans ce cas, I'equation (^) donne 

On n'a plus de constanie arbitraire. En realite, ceci lient a cc qu'il n'est 
pas legitime, dans le calcul acluel, de diviser ]'equ»tion (3) par i^u pour 
obtenir I'equation (4). La premiere se reduiten effel a 

</k[:c + ^'(u)] = o 
et donne : soil 

d'oii ia courbe {7 ); soil 



(8) y = Car^#(C). 

L'integrale generate est consliluee par Tequalion (8), qui se deduit 
de (6) par le simple remplacemenl de_f' par une con^tante, etqui repre- 
senle vne/amUle de droites. La courbe (7) n'est autre que I'enveloppe 
de ces droites (t. II) et conslitue ce qu'on appelie une integiale sin- 

1. Integrer I'equation 

y — ^yy' -^ y" = o (E. P., 1906). 

Cetle equation n'esl pas ri^soluble par rapport p y ; mais elle repre- 
sente une courbe unicursale (folium de Descartes) si I'onyregarde/ 
et y' comme des cooidonnees cotnantes. 

Posons 

y'^ty; 
nous obtenons 



(0 



dy = 'i _^ ■ ■ - dl ■=y dx~ — ^— J da; ; 
/a arc lang- 



l"'-'*l /s 



,db,Google 



EQUATIONS DIFFEHENTIELLES. Il3 

Telles sont les equalions param^triques de I'integrale generate. 

8. Intigrer I'equation 

La variable x manque. Posons (n» 195) 

Nous obtenons I'equalion lineaire du premier ordre 
ds_ _ J_ 

qui, integr^e, nous donne 

3 = =._ __ (i == const.); 

y y^ •>■ \dx j 
d'oii Ton tire 

J <j-^{ky-x) 
Posaiit 

ky — y — t^, 

^-3^0= j^y"(. + (')df = ^(/+|) (^.= const.), 
oil, en ^levant au carre et rempla^anl f par ky — i, 
(^-a-o)'=^(f7-i)(X-j + 5)'. 

Telle esl I'equalion de I'integrale gemirale. 

9. Integrer I'equalion 

f-^y'- \y'+ -'-y = ^' + ^' ch^ + xe^- co^x. 

I. Equation sans second nienibre. — L'equation caracteristique 
r' — 3r+2^oa pour racines i et a; d'oft 

(I) r«=cie'^+-c,e»'. 

II. /= ^'. — Substiluons y — aw^-^bx + cin" 198) ; 



y= la, I. 

Haaq. — Exerckcs. I. 
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I£n multipliant par les facteiirs ecrits a droile eL ajouUnl, on doit 

Irouver j:-. Done 

■in = i, aft — fm = o, jc — 3ft -+- ^a = r., 
d'oii I'integrale parliculiere 



III. /^ (nous decomposons clix en 1 — ;— J ■ — Faisons le 

changement de variable y=ze's (if 198, II); I'^qualion transformee 
s'^crit imm^dialeinent {les nouvelles racines de I'equation caracteii— 
liquesonlo, i) 

."_ -'_ £! 

d'oii, en integrant (') 
Substituons 

a=— ^ 6=—^, c= — 3, ,/ = -3; 

d'oii 

(3) ^,= ,.(_'^_:^_2^_3.r) ( = ,. 

IV. /=^ - — — ■ — Faisons le cliangement de variable y =z e~" z; les 
nouvelles racines sont a, 3; done 

En Mibsliluanl 



e--'-/ , I ^■'•' ■ '^■'' ""'V 



(-) Nous negligeons le tern 
dans C,e' de y„. 
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V. f^e'^xcoix. — FaisoDs le changemenl de variable _j' =^ e'^s; les 
louvelles racines sont — i, o: done 



z' -\- z ~ I X (Mix dx — a^sina: + coaa:. 
Substituons 

z ^(ax + f,)coi:^ + {c^ + d)siax. 
z'= {c^ + d^a) cos^r + (^ „r _ ft + c) sin^, 
a + c = o, A + rf+a = ,, c-a = i, d—b-i-c = o; 

<,r ,.= ..[(-^.,)e....(f.l).H. 

En definitive, I'integrale generals de I'equation proposee est 

10. Determiner I'inlegrale de 

quis'annute pour a; ^=o, en mime temps que sa derU-ee. 
Cherchons d'abord I'inlegrale generale. 

I. Equation sans second meml/re. — Les racines de I'equation carac- 
leristique /* — a/- + 2 — o sont \±i; done (n" 197) 

(1) j,= c-(C,c^s^ + C,sii>i). 

11. Integrate particuliere {'). — ■ Decomposons le second menibre 
en —e^('+ii-i- —en'-'i. Pour le premier terme, falsons le changement de 
variable ^ ^z; e^i'+^'s ; les nouvelles rncines sont o, — 2/; done 



par les deui autres procidSs indiquis au n" 19B (IV). II pourra aiaai comparer la 
rapidity des trois mflhodes. 
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d'oii, en negligeant le terme en b, qui rentre clans/«. 

Pour le second lerme -e'"-", on obliendrait une integrale particu- 

liere imaginaire conjuguee de celle-ci; en la )ui ajouiant, on doit 
trouver le double de la partle reelle de y,. On peul dune ecrire toul de 
suite rinlegrale relative au second merabre complet, a savoir 

I'integrale generale etanl dis lors 

(3) jK = e-(c,cos;)T-HC,sina:-i-^cosaT+ySm^). 



111. Calcul des constantes. — En annulant jc dans y, i 



d'abord C.^o. Prei 
termes qui disparaissent pour 



: la deri 

il vienl 



y = ..(c..o„.^. 



Eciivant que y' s'annule avec x, dous avons Cji 
I'integrale demand^e est 



iant de cdte les 



-■ Finalement, 



'* I'equalio 



I. Equation ; 



•nbre. — L'equatiui 



laracteristique 



racine double egale a 2. Done (n° 197) 
uliere. — Faisons la tranargrmation y ^ e^' z : ies 
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nouvelles racines sont o, o; done 



L'intdgrale geaerale esl done 

. = .-(fVc,..c,). 

12. Inligrer V equation x^y" -\- pxy'+ qy = o (/>, y^ const. ), par 
le changemenl de variable x =3 e'. 



dy dy dl 
dx dt dx 



Porlona dans {'equation proposee 

, , d^y dy 

equation Un^aire a coefficients constants. 

Soienl /■,, Tj les racines de I'equation caracteristique 

(3) r> + (/>-i)/- + ? = o. 

L'integrale geniraJe est _y ^3 C,e'''' -i- Cje''', ou 

(3) y = C,x--^C,:rr.. 
Dans lecas oil r,= r,, v^e'--' (C,( + C,), 

(4) y = ^r,(^C,\ogx^C,). 

On peut arriver direclement a ce resultat, en faisant le changemenl de 
variable / ^= x''^, qui donne 

x^i'-^-x(■ir-^-p)^'^[r(r-^)-^pr-^-q\J! = a. 

On annule le coefficient de 3 et I'on a une equation du premier oidre 
en 3'. Nous laissons au lecleur le soin d'expliciter les calcuh et de 
retrouver, par cette voie, les formules (3) et (4). 
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EXERCICES PROPOS£S. 

1. Trouver les series eiiUeres cjui verifrenl les equations differetitielles 

(I) ay'+(an + i)j''— a-j- = n (equation de Bessel), 

(II) y-^^y^r^o, 

(III) (,^j,^)y^a;y+r = 0' 

(IV) a;Hy^y) + {j^-i)y'-j' = o. 

2. Int^grer les equations 

y-H a'(y-hi) = o, y-h lan-^c tangj = o. y dx = sin^dy. 



y 



3. Inlegrerles equ; 






4, Integrer les equations 
xy' — a.y^T^, (i — x')y -t- iy = x 



(xi-+-i)y—xy — a:^=o, 



y cos3:-^srn37 = sin-ir, y sina: -I-/ = sin37 + cos23^, 
y -h 'tcry -t- x^ = o. 

5. Inlegrer les Equations 

y i/| + 37l + J. H- 3^^3_ o^ Sin37(j'+ >-»)-!- ■! C053-.7(l — 37/) - 

6. Inlegrer les equations 

y = a^y~y \/y'—i, y = xy- 

7. Integrer I'equatioD 



i-h7 = 



[N^iSS, premier cas. Poser, par exem pie, a^v'^i^y'"' cosi,/^/'"' sin (.] 
8. Integrer les equations 

a;s— :cy+y= = o, (^— y )'-(-/■( J-— :>•') + i = o. 

[N" 193, deuxieme cas. Poser y=/a^, .r— y — (.] 
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9. Integrer les equations 

[N" 193, troisi^mecas. Poser r'^ ty, y-^y = t.] 

10. Integier l'<iqiiation 

N"193, troisiemecas.Posery'i=(et resoudreparrapporlay.Onpourra 
aussi, a Lilre d'exercice, faire le changement de variable z ■^^xy H 

11. Inlegrer les equations 

a^y + i.y-= X s\nx, y -\-y^ = i -\- ly, •2.y' — y = e':", 
j'— j''=er-i-i, ay-i-y ='2sin'2j- cos2j-i-i. 

13. Integrer les equatioos 

y'=f(y), yy'"=f(.y)- 

[On peut appliquer la melhode generale dun" 195, ou bien multiplier 
les deux membres par y' el integrer. ] 

13, Integrer I'equalion 

'^(yr-^^yy'. 

[Poser v'^3:=. On irouve comme courbes integrales toutes les para- 
boles du plan.] 

\k. Integrer les equations 

y— 4y-r = a-=-f-2;sin37, y+y„27=f^j , 

y'^ 5/+ ay = x* e'-' cos^a^. 

15. Integrer les equations 

y + y'-f-y = (37-1-2)' + sin' 2^ cosa:, y' + y = .i^ coix, 

y'-\- 47 = e* cosa3: + sinaa:, y+ ^y + 5y = e^(cos'r + a-'). 

16. Integrer les equations 

v"-^ty^y = .Tc\tx, y— fiy-Hor = si>'^. 
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17. Trouver nne fonction satisfaisaDt a I'equalion /" — y' -\- ■] y z=z 3: 
el telle que, pour .t = 1 , on ait y = 3, j' = — 1 , 

18. Integrerrequation 

.»"— 6y-!-2i/' — 26j = e'^cos337 {E. P„ igia). 

[Mfime precede d'integration que pour une equation du second 
ordre. ] 

19. Integrer les sysleraes 

^+>'-a: = o, -^ + 'ix—y = o; 
d^x d'y 

dr _ dy _ '^* „ 

m ~-^' "dl ~ '' "dl ~^' 

[Eliminer / pour les deux premieres, y el s 
derivant iin nombre sufHsant de fois,] 

20. Etanl donnee I'equation (1 — x')y' — xy' - 
changenient de variable .c =r;p((). Determiner la 
I'equation transformee ne renferme pas de terme e 
{Lecons, exercice n° 399.) 

21. A quelle condition doivent satisfaire les fonclions/i et q pour que 
I'equation /'+ py' + ?/ = o ad me tie deux integrales u el c liees par la 
relation u' -t- (■■' ^ r ? { E. P., (909. ) 

En posant u ^^coscp, c — sin<p, on trouve >/3r o", p 7=— ^,; d'oii 

ajo^ + 7';:^ o. Si elle est remplie, on peut calculer ip ^:: / \/^(fo, el Ton 
a I'integrale generale C, coso-f- Cjsino, qu'on pent aussi obtenir par le 
changement de variable^ z^ s cos 9. 

22. Integrer I'eq nation j:y' — >' + ^'y ^= o. 
[Appliquer I'exercice precedent.] 

23. Etanl donnee une equation lineaire du second ordre quelconqne, 
sans second membre, si Ton en connait une integrate parliculiere y,, on 
peut avoir I'inlegrale generale par deux quadratures. En deduire la 
forme C,y, +Cjj'( de cetle inlegrale. 

[Faire le changement de variable j' ^/,«,] 



la troisieme, 


— 0, on fait 


lion 9 pour ( 


■ Puis integr 
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2!t. Montrer que I'equalion 

(:r — a)(x — b)y-i-(in-\-nx)y'\-py=.o, 

oil a, b, m, n, p sonl des constantes, peul ^ire ramenee a I'equalion ' 
la serie hvpergeomelrique (exercice resolu n" 1) par un changemenL 
variable de la forme ^ = a 4- P '■ 

25. Eltant donnee I'equation 



determiner les solutions de la Torme 

26. Determiner les solutions de la forme I! ^/(^^'^-/'-h a') pour 
I'equation 

tf'U rf'U d'U _^p ^ 



V(r) 



I On posera U — — ~— , r — Jx- ■+■ y- 
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CHAPITRE XVI. 

POLVNOMES, 



EXERCICES RfSOLDS. 



1 3^'- 


-aiE'-+- 


3<>-i-4 


'-^' 




W— 4(4»-^7; 



1. Diviser le polynome 

par 

Nous disposons lea calculs de la maniere suivanle : 

a;'— (3i+'i)a^s-i- { i—\)x^— ■^x^+^x^—itx— 4-i- Si" 

— 3('j7'— j( I'+a)^' — ila^^+4:r-— ai'a- — 4+ 3t 

— 4(a'-+r i)3^'— 2ar'+4{ i -*-'ii)x'—i ir~ 4 + 3 ' 

— 4(4i-t-7>c3-i-4(6(— a)a?>4-j(8-+-i,i()3^— i-t- 3( 

Le quotient est inscrit au-dessous du trail horizontal de droite, Les 
Testes parliels successifs sont ecrits sur les lignes de gauche, au-dessous 
du dividende. Le dernier est le reste de la division, qui doit donner lieu, 
des loL>, a I'identite 



•.)37-i(4.- + 7)] 



dont la verification constituerait ant preuve de la division. 

Conseil pratique. — I) devienl rapidement penible de faire menla- 
lement le calcul des coefficients des restes parliels. Aussi, conseillons- 
nous au lecteur d'elTectuer lesdits calculs sur une feuille de papier 
separee, comme d'ailleur^, dans la resolution d'un probleme quelconque, 
il convient de le faire pour tous les calculs auxiliaires, afin de ne pas 
noyer les resullats principaux, qui servent de jalons dans la marche a 



xl — ix 


'^C 


ii- 


■i)x^+{. 


i^ 


i)x'-- 


-x^^^x: 


= (j;]- 


-■23^5 


H-3 


ix + i)\_-. 


ix'' 


+ x>~ 


■iix'-—i{- 


-■K 


7I-t- 


'9)- 


r' -1-2(57^ 


■■- 


.6)x + 


108 + 671, 
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2. Diviser 1 -h X — x^ par i-^- 3x — x' — x' suiuant les puissances 
croissanies de x, en s'arretant au premier reste qui renferme x^ en 
facte ar. 

La disposition des calculs est la meme que precedemmenl : 



• , 2— ja;-i-i73;'-.i7a:>-i-it)03Ti— 63'!j:» 

\-x^~ t>x^-^ 2X-— Sa:' 

— 63337'+ ^nyx'' — 5yx''-h \i)03;* 

aio33?6._68ga;"-t-i90jE» — 63c!j;» 
On a ridenttte 

» + .<■ — .r'=(i + 3.<; — ,r= — .c')(4 — i,K-(-i7,c'— 57.1-' -i-i9o,c' — 63a,i:«) 
-J- J^'(2io3 — 689X -f- 190J' — 63i.c31. 

3. Dii>iser sin 9 par i — ix co&B + x^ suivant les puissances crois- 
lautes de x. (Cf, Lemons, I. !, p. 161.) 
Le premier lerme du quotient est sin $. Le premiei' reste partiei est 



Le deuxieme lerme du quotient est xs'\niB. Ledeuxieme reste partiei 
est 

Ri=j;'Cisin2Bcos8 — sine) — .tasinaS 
= .e' ( sin3 e -i- sin fl — sin 0) ~ ,i» sin a 
= .<ssin39 — .r'sin'iB. 

Le troisieme terme du quotient sera .r'sin 3d et I'on devine que, d'une 
maniere generale, ie n"""° terme doil elre ic"~'sLn ltd, et le «""" resle 

(I) R„=.r"sin(/.+ [)e-.."-Lsin«e. 

Pour le prouver, raisonnons par recurrence. Admetlons ( 1 ). 
Le {n + i)i*»" terme du quotient sera a:"sin (n -f i)5 et le reste corres- 
pondant 

= .,;"+«[2sin(« + ,)0cos9-si„«0]-.r-Uin(n + i)0 
= ,,— [*;n(« + ^)0 + sia«e-sin«0]-,.-'sin(«+,)fl 
= x"*' sin(« + a)e - .z;'.^' sin{n + 1)6, 

ce qui est bien Texpression deduite de (i) en changeant n en n + i. 
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On a done, quels que soient n, j-, 0, 

(i) sinO = (i-2,»-cosO-+-,E»)(sin9-f-.rsin2ft-i-.risin30-4-...+ j:"-'sinne) 
+ ^'-[sin(/, + l)0 -.rsinnO]. 

Autre mithode, — On pent arriver au mSme resultalen decomposant 

la fraction ^ en elements simples (Chap. XVII), On a 

(Gliap. VII; esercice resolu n"2). 



__Jl2L__, = _L./_L_. 



Divtsons c par a: — e", suivanl les puissances croissantes de x. Nous 
ecrivons (n" 203) 



Puis 






. = e-"*— .i-e-"S— r*e-"6— . — x"-^ «-•'•" -i- x" — 

.r — e'^ .r — e** 



Changeant i en — /, nous avons 

! = e'^ 4- .£ glii] _|. ,,.s glib +...-H .J- 



Ajoutanl el portant dans (3), en tenant compte des formules d'Euler 
(n» 109), il vient 



i--i:*sin3e+... 



Le crochet est egal h 

ei«+,)rt_e-(«+iirt_,r(e"rtl_e-"'6)=at{sin(n + .)0- 
En rempla^ant dans {^), on reirouve bien (a) divise p; 
I — aa^cosO + r'. 
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Remarque, — Si, dans I'identite (a), on fait a:=i, il vienl 



sine-2sin%os(ft+iU 


cos- -coJn-^-U 


. e 



formule bien coiinue. que ttous reli'ouverons en trigonomelrie ('). 

4. Calculer la valeur du poly name ^' — 8j;'+ i i^'-t-a:' — j:^-\- 2, 
pour x = &. 

Nous formons le resle de division par x — 6 (n" 203). 

I, —2, — I, —5, — 3o, — 180, —1081, —6/186, —38914. 

Nous avons ecrit les coefficients successifs au-dessous des lermes 
correspondants du dividende, complete la 0(1 il y avail lieu. Le reste, 
c'esl-a-dire /(6), est le dernier nombre obtenu, c'est-a-dire — 38914- 

5- Calculer la valeur du polynome 

io6.c= — 9''^*-«- jjS.e'-i- 3i.r*+ ig.rH- 2, 

Nous divisons par 1 + 8jr, suivant les |)uissances croissanles de x, en 
nous rappelant (,ue le resle egale (_8)'/(-^)' quand on a epuise 
lous ies termes du dividende ( n" 201.) : 



\ »/ (—^)^ M' 4x8* iGia^' 

6. Calculer le p. g. c. d. el le p. p. m. c. des deux polynomes 

,e5+3j-* + 3.r'-i-7..;3+5.;7-hi el j-i-i- '^.r'— .3,.* - ^.c — 1. 

(') Cf. Chap. VII, eiercice resolu n" 7. 
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Cherchons d'abord le p. g. c. d. On dispose les calculs co'mme, en 
irilhmelique, pour le p. g. c. d. de deux nombres enliers ; c'esl-a-dire 
gu'on ecrtt les quotients siiccessifs au-dessus des diviseurs, qui doivent, 



lour 



, servir de divideude^ 



Remarques pratiques importances. — Le reste de la premiere 
division ii'a que des coefficients pairs; nous I'avons divis^ paraavanlde 
le prendre pour nouveau diviseur. Cela ne faisait que doubler le 
quotient de la deuxieme division, sans changer son reste, lout en simpli- 
fiant les calculs. La deuxieme division avail alors pour premier 
terme 20:^, ce qui devait introduire, des le debut de la division, 
des coefficients fractionnaires. Pour eviter ceux-ci, nous avons niuUi- 
plie le dividende par 3, ce qui doublait le reste. Nous avons repete la 
m^me operation sur le premier reste partiel, ce qui doublait encore 
le reste. Enfin, nous avons change le signe du dernier diviseur. 
Ces modifications nHnfluent pas essentiellement sur le p. g. c. d., 
car elles ne peuvent que le multiplier par un facleur constant. Or, au 
point de vue de la divisibilite, il n'j a evidemment pas lieu de distinguer 
deux poljnomes de rapport constant. 



.,■ *r 


X ~3 




,a,^l 


.c^-t-1^^— ix^— 4t— 1 


i..;' + 7 


■•-t5.,+ , 


.rt^Zx 


— ^fS— llj'— 9,r^a 
- .,..- 3,.-, 




<'5-H3.r^I 





Le p. g. c. d. est x''^ Zcr + 1. 

Pour calculer le p. p. m. c., formons le quotient - 

On trouve x^ — ^ — 1. Multipliant ensuile par 

a;5+ 3a:' -f- 3:ca + 73^! -^ 53: + J 
nous obtenon^ 



7. Etant donnes deux polynomes 9(x) et 'i^(x) et deux c 
dislinctes a et b, determiner le polynome le plus general /{x) tel giie 
f{x)-\-a soil divisible par ^{x) et fix) + b par 'l(x). 

Applicalion : w{a:) ^ (x ^1)*, 'h(x) := {x -i-i)^, a^ 1 , 0:^ — 1. 

On doil avoir deux idenliles de la forme 



(■) 



i/(,r,r-^i{.r)W(.r)-i; 



U,vi-:*:ltvG00gk' 



(3) 



U(.r) 






VCr) ^ 



On reconnalt i'idenlile de Bezout (n° 209). 

Ceci nous prouve d'abord que le problenie n'est possible qu'autant 
que 96/4* ^ont premiers entre eux. Celle condition etant supposee 
rempHe, on delermlnera les polyoomes parliculiers U' et V qui salisfont 
a (2) el, en outre, au\ conditions de degres enoncees an n" 209. 
On prendra ensuite 

u = U'- i;-(,c) fl(.r), V = v'+ '^{.r:) e(x), 

oti 9(^)designe un polynome arbitraire; puis, d'apres (3) el (i), 

(4) /(.r) = ),(,r) + [i(.r)=p(.c)^(,^), 

en designant par fi,(a;) un poljnome arbitraire el par \{x) la valeur 

commune des deux poljnomes U'(<i — 6) ^(,2:) — n el '^' {b — a)')j{x) — b. 

Application. — EITectuons la recherche dii p. g. c. d. de (x — r)^ 

«(» + ,)■, 



.t^ — 3.r'+3.r 



c).r'+8,<:+3 



D'oii Ton dgduU les idenlittis 

f = 4 - 2(3.tt + 1), 34 = (3x'-n)(.r + 3) H 



(3,,' + ,) = ,r.3.. + i 



i(,.+3,-34h 



4-. 3..-r (j,-,) 
/ I 9.r 3.c=\ , /I .vc , 3.7'\ 
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i:i8 

Nous prenons done 

U' = _l_lf _i£l, V'=--^-i-— ■ 

2 16 16 ' 2 16 16 ' 

>.(^)=-f(5^'-ioa-' + i5). 
Finalement, p(j:) designenl un polynome arbitraire, nous . 

/(.^■) = (^"-i)'(^(.^)-|(3.i.'-io^> + .5). 



EXERGICES PROPOS£S. 

1 . Diviser siiivant les puissances decroissanles de ic : 

a;'— (3:*— -lix'-h x^-h 'ix — i par ic'-t-a: + 1; 
3^'-l-7rc«+63:'— 2aa^»+9J^"-4-4^'— ^ — 4 par 3:»+ 4a:>— a^r'-f- ^-l-i, 

2. Diviser suivanl les puissances croissanles de a: : 

I — ^ — 3:' -1- 3 x' par 1 + ar + 3;J — 3 a?^ + 4 3;*, 
en s'arrelanl an reste en x^; 

2 + 37 — 83:1— 33^=+ 63^'— 23;'— 2a7«+a;T par , — 3: — 23;' + a;'. 

3. Diviser i par (i — x)' suivant les puissances croissantes de a:, 

(On pourra d'abord diviser i par 1 — w, jusqu'au reste en w"-*-'; puis 
deriver deux fois Tidenlite obtenue. Ensuile, el a litre d'exercice, on 
fera directement la division et Ton v^rifiera le resultat obtenu par la 
premiere methode.) 

4. Determiner m et n pour que 0:''+ 5a:^-\- mx + n soil divisible 
(Faire la division suivant les puissances decroissantesetannulerle reste.) 

5. Calculer les valeurs des poljnomes 

a:ii^ar''—i6x^-i'^x-hi, pour a; = 3; 
3:>-l-43:i-i-43:>+ 383:'+ .io;^: — [, pour x = — -. 

6. Calculer les valeurs des polynomes 

3x^ — lix^^ x'--+- 293:^— a:-+- 1, pour 3: = -; 
43a:'-^25a:^+9:r» — a:'-i-2a;'4-ioa;=— I, pour a; =— -. 
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KILVNOMES. lag 

7. Calculer les p. g, c. d. el p. p, m. c. des polyDomes 

:ix''-i-x'-i-x''—3a:^-i-3:'—x — 3 et a;< — 3^»-i-337' — ar' + a; 
3;t_^a_l53:i+,,a; + 4 et a:' +Ioa'«- 35a:'— 943^*+39a^' + i3a:i — 33a^— 12; 

(a.'-i)'(ar'-3ar + a)'(^ + a) et (a.'-i)(^>- 4^^-!- 3)'<^ -1-1). 

8. Si un polynome est premier avec plusieurs autres, il est premier 
avec leur produit. 

(On peut raisoniier comme en arithmetique, ou bien ecrire I'identit^ 
de Bezout pour chaque facleur du produit et multiplier membre ^ 
membre.) 

9. Si un polynome est divisible par plusieurs polynomes premiers 
enlre eux deux a deux, ii est divisible par leur produit. 

10. Trouver les polynomes U et V satisfaisant a ridenlite 

Ua^"'-4-V(i — 3^)"=! (E.N., igoi). 

11. Trouver un polynome /( j>) tel que /(a:) -I- 1 soil divisible par 

w^+i et/(a;) + a par (a^H-a)'. 
(C/. exercice resolu ii" 7.) 

12. Prouver que j;''"-'- ^'"^i -hzc'P"*"^ est divisible par ;r'+^ + i, 
m, n, p designant Lrois nombres oaiurels quelconques. (E. P., 1908,) 

13. Si le polj'nome/(a:, _>", z) est divisible par a; — y, y— s, s — w, 
il est divisible par leur produit. 

14. Si un polynome symetrique en x et y est divisible par a: — y, 

il l'estaussipar(x— jK)'. 
[On a 



Haao. — Exercices, I, 
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CHAPITRE XVII. 

FRACTIONS RATIONNELLES. 



EZERCICES RfiSOLUS. 



I. Calculef le deyeloppenient d'ordre ^ de la fi 

X'-^ 2X3— T^— 53: _! 



^'-1- ii)j-^ — 1^ j-'-J- 143- ~ i 



III voisinage de jc:=i. 
Posons a; — I = 3. Nous avons, tous calculs fails { ' ), 








> — 23*-h ; 




3' 1 + 3- 


a3»H 


-3' 




Divisons suivanl les puissan 


ces crc 


lissantes de z, ju 


squ'a 


ce que 


nous 


ayons s' en facleur 


au reste ; 












— ■i +33 + T[«'-+- 




1 l-^-3-aj'-r-S> 










. - 


■i+53+.J3>-^l63^ 


-163 


'+463!^- 


-94=' 


1 


163a 


— 23' 












— 163' 


463' 


■- ■63« 

■-483"-!- 163-' 
— 9i3«-Hio83" — 


463" 

234 s' 


+ 943* 




Nous avons 














avec 


5 


-hiGi- 


-i63=-^<i63»-94 

i3i3 — 943* 


3'+ f 








l-f-; 


-■i;=-H=' 
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FRACTIONS RAT ION NEL LBS. 

2. Decomposer en elements sitnples la fraction rationnelle 

I. Pdte I.— X — I — 5; 

- — -L — 3 + 7g + '7a'-*-'7g'->-7g^4-^' 

Or, en appliquant la regie du n" 20'», on ecrit immediatement 

3-7S-[7J'-.7a'-7z'-it=(i-s)(3-4s-2is')-38s3-73 



3 i 2i_ 38 + 7(j:-i) + (a' — I)' 



46 ^„^^ ^ft . - . - 



Finaleinenl, 



, Decompose 



ix-^){^x+•i)(x-^){■ix-^) 



Les pAies soDt simples. Od peut done calculer immediatement les 
r^sidus. 
I : nous multipiions par a: - i el faisons re = 1 : ■ ,~ ! ■ 



-^(-tj(-t)" 

7il'i7 
3.11.11 

■i3.iq 



Cherchons mainlenant la partie eQli^re. Nous allons divlser le nume- 
rateur par le d^nominateur, suivani les puissances decroissaates de x. 
Comme nous n'avons pas besoin du resie, puisque nous avons deja les 
autres parties de la decomposition, nous pouvons negliger, au dividende 
et dans les restes partiels, les termes de degre ■< 4i <]*■' n'interviennent 
pas dans le quotient. Comme consequence, nous pouvons negliger au 
diviseur les termes de degre -< 2, qui donaeraient dans les restes partiels 
des termes de degre < 4- Nous avons des lors la division suivanle : 



6^'- 


-a337" 


- 


143^' 


T^ 


%' 


* 


11*9 
216 






968(2ar + 3) a63(a:— i) 6534(3a^ — 1) 

V. Decomposer la fraction / = ^_ en elements simples. 

La parlie entiere est visiblement 1. 

Nous aliens maintenant calculer la partie relative au p61e x=^i. 
Nous en deduirons ensultela parlie relative au p6le j;=— i, par le chan- 
gement de .r en — x; car ce changement doit transformer I'une dans 
I'autre ces deux parties, etant donne que leur somme ne doit pas etre 
modiliee, en vertu de la parite de y. 

Posons done w — i = s. II nous faut diviser (1 + s)'-)- (i + 3)'+ 2 
par (2 + s)*, jusqu'au terme en s quotient. Nous n'avons d'ailleurs pas 
a nous preoccuper du reste, grSce a la remarque faile plus haul. 
Bornons-nous done aux deux premiers 'termes dans le dividende et le 
diviseur. Nous avons la division suivante : 

i +6s I 4 + 43 



La parlie relative au p61e x =; 1 est done -^ rj -i — r r i el I'oi 

Co Ogle 



FRACTIONS HATlOMKELLIiS. 

5. Decomposer en elements reels 



Premiere mithode. — Appliquons la methode des coeffici 
lerminis. Soil 



■> x + i (x' + :r + .,> ■ x^ + x + x ' .r'- 


2X + -X 


Vous devons avoir I'identite : 




ar + 2 = A.(a:>+ x -t- i)=(xt -237 + 2} 

-f-(B« + C)(a:-l-l)(j:'-237 + 2) 

-i-(D:E + F)(j7+[)(:r'— a^4-2)(xi-i- j'-M 

+ (G;c + H>(x-v-i)(^»+ x + iy, 


) 



jr-(-a^A(a;*-(-'ia'a+3aT«+2j; + i)(x> — 2x4-2) ' 

-h{Bx-^C)(x'' — x^-h->.)-hi^T)x+F){xt-hx-'- 
+ (Gx-i- H)<.ct+ 3j4-+- 5.r>-t- 5.c'-f- 3 j:-i- 1). 



Identifiant terme Ji terme, 1 



)s les sept equations suivantes ; 
A + D-t- G 



A+ B + 5Gh-3H=o 
}+ G+ D H-5G + 5H = o, 



2D + 3 

lA-i-2 



Ce systeroe peut.Sire resolu de bien des o 
irons des qualr 



. Par exemple, nous 



<2) 



-D, 




F = 


3A-F 


3D- 


H, 


5D- 


-3H, 


C = 


9A + 


9D- 


8H; 


-6A 


- 7D + 


19H 


= 0, 






ISA 


+ 17D- 


5H 


±=i, 






26 A 


+ -.4D_ 


17H 


= 2. 







en porlant dans les trois autres, il v 

(3) 
(i) 

En faisant la combinaison lin£aire (3) — (4) + (5), on elimine simul- 
tanement D et H et Ton trouve A — -■ Moyennant quoi, (3) el (4) 
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a34 CHAPITBB XVII. 

donnent 

169 84J 

Portanldans(a), on a en fin 

r "^^ p_''' R_'* r — ' 

^=^845' ^ '^' ^-71' ^- 73' 

Nous avons linaleinent 

(e.\ ■ , ■^■'^ -^- 7 I - lR.r + j I - 79..^ + 3'^ 

Deuxieme melhode. — Nous aliens exiraire s^parement les differentes 
parties de la d^compoaition, par la methode de la division indiquee 
au n' 21s. 

Pdle I. — Multiplions y par :c+ i, faisons ic z= — 1 ; nous oblenons 
)e residu t ■ 

Partie relative a x^+ x + i. — Poaona 



Portons dans le denonoinateur de / 

= -3^' + ^(3-,) + |. 
Nous avons ensuite (n'SIS) 






3(=-.J(4-.<^)-(-! + i) 
_ -(2.r + 7) + U.r + 0)a 

->3 + i7^ ^ '■ 

suivant les puissances croissanles de z jusqu'au resle en ;' . 





a,c-H7 — (4-rM-6)s .3-.7« 












'^ >3 ' ^ 






1O9 


,■■(■)" Son; 


i negliBeons les puissances de z superieures i 


la premiere (n'2l8). 

ogle 



FRACTIONS BATI0NSELLE8. r35 

La parlie relative a x^ + a: -i-i est done 

a.r + 7 _iS.r + 4i 

13(.<:'-1-.1 + I)« l69(j:'-l-J.--Hl) 

Parlie relattfe a x^— 2X -h 2. — Nous devons posera:*— 2ic-+-2 — s, 
puis operer comme precedemment, en negligeanl tous les termes en z. 

Ctfla revient a remplacer, dans le coefficient de —r- — dans y, 

x^ par 2.r — 3 ; ce qui nous donne successivemenl 



(,„ + !,, 3.r-[V (^^-l)(la.^-l;) i9.'--4i* 

9.^:- ,1 19.fi- 4T.f — 3.C — 38 — 3x4i — 19X38 —BjJ 

La partie relative a a:' — a^ + 2 est done 
-7<l'^+3'> 

■t I'on retrouve bien la formule (6). 

EXERCICES PROPOS£S. 

1 . Caiculer les developpements de 






an voisinage de ^ ^ — 1 el jusqu'an divi^me ordre; de 
au voisinage de ^ ^ ^ et jusqu'au troisieme ordre; de 

j:t+j^— 3:ei+ JJ-+3 
2^^-1-73^-4 

an voisinage de j: = 00 el jusqu'J I'ordre — 2. 

2. Decomposer en elements simples les fractions rationnelles 
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3. Decomposer en Elements simples les fractions ralionnelles 



'». M€me question 



pour 



5. Calcoler le residu du p6le x-=^'i dans la fraclion 

(a: + 2 —2; negligei- dans la division les termes en s de degrfis > 3). 

6. Trouver le polynome de degre minimum qui prend les valeurs 
I, 2, 3, . . ., n pour a^:^ I, 2, 3, ..., H, ou bien pour x=^n, n — i, ..., 

(Dans le premier cas, on pourra comparer le resultal avec la solution 
evidentey =:^ et en deduire des identites arithmetiques.) 

7. Connaissant les restes de division d'un polynome par x — a, 
a: — b, ..., a: — /, calculer le reste de division par le produiL 

(.r-a)(.r-b)...i.,:-l). 

[Si n eslle nombre des diviseure lin^aires donnes, le reste clierche est 
le poljnome de degr^ n — i qui prend les valeurs connues 

/(«), /{(>), --■, fil), pour x = a,b L] 

8. Etant donnes n nombres distincls «, 6, ...,/, et un nombre 
naturel p^n — 2, on a I'identite 

ia-b)(a~c)...{a-t)^ {b^a){b-c)...{b-lj^--- 

IP _ 

^ il-a){l~b)...{/-h) -*•■ 

(S'appuyer sur ce que la somme des r^sidus d'une fraction rationnelle 
est nulle, lorsque le degre du denominaleur surpasse de deux unites au 

moins le degre du numerateur.) 

9. Etant donnee I'equation du troisieme degre en X 
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a appelle >.,, ).„ ?.j ses racines. Calculer x', y', s' en Tonction de ?.,, Xj 
a.,ain,iqa. 

r' y> 3* 

Partir de I'identite en X 

r' j' z' _ f?,-X|)(X — X,)(X-X,) 

o»-l-)."*" 6'-i-X "^ c'+X '~ (X+a»)(X + A»)(X-i-c')' 

Pour calculer ^',/*, s', decomposer le second inembre en elements 
simples. 

Pour ar'-t-y'-i-a', d^velopper suivant les puissances croissantes de :- 
et t'galer, de part et d'autre, les coefficients de ^- 

Pour Xv-; — ; ■■ . ■ , — j-r, on pourra retrancher les egaliles obtenues 
en rempla^ant successivement X par X, et Xj dans (i). 

PourV-^-j — p-jt deriver (a) par rapport a X el faire X=:X,, en 
observant que le second membre est de la forme (X — X, )/(X). 

Pour dx^-h dy^ + d:^, on calculera dx, dy, dz en prenant les diffe- 
rentielles logarlthmiques des expressions trouvees pour ^',/', 3'. On 
s'appuiera ensuite sur les valeurs de 

S{a'-HX,)' ^* S(a'-f-X,)(a'-+-Xo'.l 
10. Decomposer en elements simples rSels les fractions 
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CHAPITRE XVIII. 

PROPRlETfiS GENERALES DES feQUATIONS ALG^BRIQUES. 



EXERCICES RBSOLUS. 

1 . Soil I'equation x*-i- ax' 4- ia"'-t- ex -+ d -^ o, 

1° Chercher la condition pour que te produil de deux de ses racines 
soil ^gal au produit des deuce autres. Resoudre I'equation dans ce 
COS. 

a° Vequation ^lant supposee quelcongue, on lui fait subir la trans- 
formation x^iy ~i- h. Determiner h pour que I'equation en y satis- 
fasse a la condition pricedemment trouvee. En deduire une melhode 
de resolution algebrique de I'equation du quatrieme degre. 

1° Soieiit ^1, x^, x^, x^ les quatres racines, siipposees telles que 
x^Mi^^XiX^. Elles sont parlageea en deux groupes symetriques (^^i, x^") 
et (x,, x^), ce qui nous incile a poser (') 

(l) Xi-\-j:t = p, j:,x,= q, .fj-l- Xi = p', x,.i74=y'. 

La condition imposee s'ecrit alors 



tandis que les relations entre les coefficients el les racines prennent la 
forme 

(3) p + p- =-a, 

(4) q -\- q' -h pp' = b, 

(5) pq'-^qp' = —c, 

(6) qq'= d. 

II faut^liminer/,. 9, /.',?' entre (a), (3), (4), (5), (6), o»p,^.q 
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(,o) 9.= 

Si I'on lient compte de {7), (9) donne 



Fortant dans ( ro), on a la condilion cherchae 

(11) c'=««rf. 

Si elle esi remplie, {11) donne ^; de (7) el (8) on tire ensuite p-\- p' 
et pp' \ d'ob p el p' par une equaiion du second degr£; puis ^,, ^1 
et ^1, Xi par deux nouvelles equations du second degre. 

Remarque. — On aurail pu aussi trouver les relations (7) a (10) en 
identilianl Tequalion proposee avec la suivanCe 

(x'^— px -^ q){x^ — p' X + q) = o. 

a" Si Ton designe par/(jr) le premier membrede I'equation proposee, 
['equation en ^ s'ecril 

(.3) " ,^K,^yn,,^y^nii^,..nii^,.^„. 

Ecrivons, pour elle, la condition (la) 



( .', A' -+- 3 nA» -1- a 6A -)- c >5 _ ( .i /i + a )5 ( A* + 0/(3 -H A/i' + c/( -V rf) = o, 



(i5) A3(_8c-I-.'|«6 -a') + bi(\b^~-xac-\'ad — a>b) 

+ /i(46c — 8arf— <i"c) + c'— aid = o. 

II y a done trois valeurs de h repondant & la question. De plus, on voil 
qu'on peul ramener la resolution de loute equaiion du quairieme degre 
a celle d'une eijualion du troisieme degre suivte de celles de irois equa- 
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lions du second degre. D'unc fa^on plus precise, ajanl forme I'equa- 
tion (i5) en A, on en chercliera une racine. En la porlant dans (i3), on 
obtiendra une etjuatioii en / resoluble par la methode indiquee dans i°. 
Ayant les racines de (i3), on aura celles de I'equation proposee, en ajou- 
tant a chacune d'elles la valeur precedenle de A. 

2. Elantdonnee I'equation x'-i- ^.v' — x — y =o, calculer la somme 
des sixiemes puissances de ses racines. 

Nous pouvons nous ramener aux sommes des deux premieres 
puissances ('), en divisant ^' pac x' -\- Zx' -~ x — 7; ce qui nous doune 
I'idenlile 



La somme demandee est done egale a 67S. 4- ^'iS, — 182, en conser- 
vant les notations du n" ^4. Or, 



Finalement, la somme cherchee esl 6gale i 



3. Calculer 2a^6'c', pour I'equation x 
a, parexemple(n<>223), 

SjSa»ft> = (a"+A8+c>-)-d')(a>6»+(i'c2-r 



(1} Sa»6'c'=SjEa'6' — SnSfeV 

Puis, 
d'oii 
(a) Za'6'=i(S|-S0. 

Enfin, 
d'oii 
(3) E^tfii^SiS,— S,. 

(') Voir la note de ta page sS;) du Cours. 
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Porlanl{2)et(3)ilans(i), il vient 

(4) i;a»A'ct= i S,(Si - St) — S.SiH- S,. 

li nous faul calculer S,, Sj, Sj, Sj, S,. Employons les formules de 
Newton (n» 224) : 

S| = o, 

S,+ 4 = o, 
S,-^2S,- 3 = 0, 

Ss+aSj— Sj+S, = o, 
S5-H2S1— S,+ S,= o, 
S,-+-2Sj— Si + Sj=o; 
d'oii 

S, = — 4, 83=3, 84 = 4, S, = — 10, S,= ii. 

Porlant dans (4), il vient 

Autre methode. — On peul encore ecrire (c/., n° 223, remarque III), 

Or 

S|S-,= S^, + Sa6-', 
d'oii 

Sa6-'= S,S.,-S-, = — S-,. 

D"aulre part, S_, est la somme des racines de I'equatlon aui inverses 

(n" 242, HI) : ;►■' — /=+ 2 v'+ t — o; c'esi-a-dire que S_, = i. Fina- 
lemenl, 

On voil que cetle seconde methode est beaucoup plus rspide que la 
premiere. 

4. Calculer i=:{ct — i)'(6 — c)'(c — a)*, pour I'equation 

On pent faire ce calcut en decomposant \ en groupes symelriques. 
Nous conseillons au lecleur d'emplojer cette melliode, a titre d'exer- 
cice. 

Nous allons nous servir ici de la melhode descoeflicients indeterinin4s 

-ogle 
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(n° 225). Le degre de 1 en p el q est au plus ega) au plus fort exposani 
de a, c'est-a-dire 4- Le poids est egal au degre d'homogeneite de A en a. 
b, c, c'est-a-dire 6. Si Ton se rappelle que les poids de p el q sonl ■; 
et 3, les seuls ternies possibles sont des termes en p^ el q*. Done 

Poor determiner les coefficients A el B, prenons d'abord a ^ 6 := i 
c — — a; nous avons 

4 = o, ^=-3, ? = ■., 
d'oii I'equation 

(2) S7A=jB. 

Prenons ensuite q ^lo, p ^^ — i ; d'oii 



Porianl dans (a), on a 

B = - t7. 
Finalement, 

(3) i=-(4/>' + -i7?')- 

o. Trouver ies conditions pour que I'equation a;* + Hix* + /(a-' + /j^ro 
ait une racine triple, 

Une premiere methode consisterait a itliminer x entre les trois equa- 
tions (n»226) 

(i) f {x)^x^-^mx'--\-nx''-*-p = o, ,i 

(2) /'(^)^ i.c*+ 4nta^'-f-an3- = o, 

(3) r{x)^i»x^+vimT^+in = o, 

Mais cela semble devoir donner lieu a des calculs penibles. 

On pourrait aussi, et c'est beaucoup plus simple, eliminera:entre(3), 
fly'=^ o, fy,-- o. Nous conseillons au lectetir de faire ce calciil, 

Voici une troisieme melliode, qui est encore plus rapide. 

Si (i) possede une racine triple, (a) possede une racine double. Or, 
I'equation (a) se decompose en j- = o el 

(i) 'yx>-t-imx^-h>.n = o 

Pour que j;= o soil racine triple de (i), il faui que/(a;)coniienne j-* 
en facteur, ce qui en-ige p = n^ o; auquel cas, zero est racine qua- 
druple. 

Cette solution banale clant ecartee, ecrivons que (^) a une racine 



PBOPHIETES GENBflALES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. IJ3 

double. Celte racine doit satisfaire a IVqualion d6rivee 



me nous supposons x -^o, la racine ckerchee est necessairement 
~ Si nous ecrivons qu'elle v^rifie (4) puis (i), nous aureus les 
>nditions cherchees 






Adn de simplifier I'ecrilure, il convient de pose 



de sorle que I'tquatio't la plus generate qui so it de la forme {^) et qui 
possede unc racine triple non nulle peut s'ecrire 

(,) I. - if ai'-^ 5 „.,._!„. = „, 

oil a designe une constante quelconque, qui n'est autre que la racine 
Uipl.. 

A priori, (7) doit 6tre divisible par (a; — a)'. EITeclivemenl, si i'on 
fait la division, oa trouve un quotient exact ^gal a 

Les racines de (7) autres que la racine triple sont done donnees par 
I'iquation 

(8) x-^ + ^ax-^-^a^ = a. 

Elles soul iinaginaiies. 
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6. Determiner m pour que I'equation nix^+ m^x- + w -\- m^o 
ait une racine double. 

Les equations derivee et deriv^e par rapport k la variable d'homoge- 
neile sont 

(l) 3ma^'-)-am'3f-)-i = o, 



On peut diviser par m, qui ne saurait manifestement etre nul. II vient 
alors, en posant m'^ u, 

64«-4(3-«)(3"-i) = o; 



Si m possede cette valeur, la racine double de I'equation proposee est 
la solution commune a (t) et (2). Elle verilie 



c'«st-d-dii'e a; = 1. L'aulre racine est donnee, par exemple, par le pro- 
duit des trois racines, qui est — i ; elle est done egale a — i . 

7 . Determiner /> et q pour que I'equation 

x^ -I- ^x^ — i3:''-\- px -+-(/ = o 

n'ait que deux racines distinctes. 

Une premiere melbode consiste a ecrire que le plus grand commun 
diviseur entre le premier membre f{x) el sa derivee est du second 
degre, en vertu du theoieme du n" ^29. A cet elTet, on effectue la 
recherche de ce plus grand coramun diviseur par la methode de la 
division (n'^OC). et quand on a au diviseur un pol^nome du second 
degre, on annule le reste correspondant. Ce resle eiant du premier 
degre, on obtient deux equations de condition, d'oii Ton tire p et q. 
Nous consejilons au lecteur de faire ce calcul, a litre d'exercice. 

Nous allons suivre une methode dilT^rente, qui donne lieu a des 
calculs plus simples. 

Observons d'abord que deux, cas seulement peuvent se presenter : 
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Premier cas. — Deux racines doubles. — Dans ce cas, f{^) est le 
carre d'un trinome du second degre, soit 

(1) x'- -i- ix'' — 1X^-^ px + q ^{x^-\-\x -^- jxy. 

Egalant les termes en x^ et en j:', nous avons success! vement 

(2) ), = 2. ,.=-3. 

Egalant ensuile les termes en x et constant, nous obtenons 

(3) /'=-i3, ? = 9. 

Voilii done une premiere solution, qui correspond a deux racines 
doubles, donnees par I'equation 

(4) 3:'-H237— 3-0 

et, par consequent, egales a i et — 3. 

Deuxikme cas. — Une racine triple el une racine simple. — La racing 
triple X doit annuler les deux premieres d^rivees; done 



iques. On en tire deux 
on la porte dans (5) et 



Portant enlln dans I'equation propos^e, ou plus simplemenl dang 
I'equation derivee deux fois par rapport a la variable d'homogen^it^ 

(n° ^7), on a 



(5) 








a'+3a'-a+i 


7 = 0, 


(6) 








3,> + 6«-i = 


--0. 


L'equation (6) a 
valeurs reeiles pour 
I'on oblicnl, en tena 


to 
ml 


us ses coefficient! 
. Choisissant Tune 

comptede{6), 


: d'elles. 



(9) 



i 



Les Equations (6), (7), (9) oous fournissent done deux nouvelles 
solutions. Pour chacune d'elles, a est racine triple; la racine restanle |3 
est donnee par la somme — 4 <les quatre racines, c'est-^-dire que 

HaaO. — Exercices, I. Dig iz9d tv CiWO'jlC 



EXERCICES PROPOSfiS. 

1. Soil I'equaiion a^^-h bw^-t-ccc -i-rf = o, de racines Xi, x^, x,. 
Trouver la condition pour que Ton ait 

(II) a:, + X!=m3r3 (m^-l). 

(HI) x,= ^/x,^i, 

(IV) ^ = J_ + ^. 

3-j j:, X, 

[Four (1), (II), (III), une des relations entre les coefficients et les 
racines donne immediatement 0^3. II suffit de porter ensutte cetle valeur 
dans I'equation proposee, pour avoir la condition cherchee. Pour (IV), 
prendre I'dqualion aux inverses (11° 2^2, HI).] 

2. Eiant donnee I'equation prec^dente, trouver la condition pour 
que Ton ail 

Comment peut-on resoudre I'equaiion dans ce cas? 

3. :^tant donnee I'equaiion x^-i- px -t- q ^:o, exprimer que deux de 
ses racines ont un rapport constant, ou que Tune d'elles est egale au 
carr^ de lautre. 

4. Etant donnee I'equation x^-i- aa:*+ bx + c = o, on designe ses 
racines par tangA, tangB, langC, Trouver la condition pour que Ton 
ailaA + B + Gi30. 

Cetle condition etanlsupposee remplie, on pose 1 — b=:y, a — c^=z, 
el Ton demande de disculer la realite des angles B et C suiranlla position 
du point de coordonnees/ et s dans le plan /0=. 

Application numerigiie. — Calculer en grades les angles A, B, C, en 
supposaol J =^ 3, a = 3, 

0. Les coefficients de I'equation du n" 1 etanl supposes reels, on 
suppose que la racine x^ est seule reelle, les deu\ autres etant imagi- 
naires conjuguees (n°2V9). Soienl M,, M,, Mj les points d'affixes x,, 
;r„ X3. Trouver la condition qui doit lier les coeflicients a, b, c, d 
pour que le triangle M,, M„ Mj soil rectangle en M, ou equilateral 
(E.P., 1909). 
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[On doit avoir 

{—, '") 4 = °' 

dans le premier cas, el 

dans le second cas]. 

6. Condition pour que I'equation 3;'+ ax' -h bx*+ ex -^~ d^o aient 
deux racines dont la somme soit egale a la somme des deus aulres. 
Resoudre I'equation dans cetie hypothese, 

7. Determiner m pour que I'equation ;r'+:r'4-»ij;' + 3ar + a =0 
ait deux racines dont la somme soit egale au produit des deux Butres, 
Resoudre ensuite I'equation obtenue. 

8. Determiner m pour que I'equation x^ — 6;r* — x* + mx ~\- li ^=. a 
ait deux racines de somme nuUe. 

9. Comment peut-on resoudre une equation algebrique sachant que 
ses racines sont en progression arilhmetique? 

(Les deux premieres relations enlre )es coefficients et les racines 
permettent de calculer la plus pelile racine el la raison.) 

10. Determiner trois nombres a, b, c pour qu'ils soienl racines de 
I'equation x'-^ ax^ + Aa:-i-c^o(E. P., igii)' 

(Se servir des relations entre les coefficients el les racines, ) 

11 . Etant donnee I'equation ar' 4- px -i- q ^z o, calculer 

Sa'fe, 21' ^'''''•'^ (a'-H6')(6"+c»)(c'-^«'). 

12. Etant donnee la mfime equation, former I'equation du second 
degre qui a pour racines ab^ + bc^ ■+- ca^ et ac^ ■+■ ba- + cfr'. 

[On pent calculer la somme et le produit; on bien remarquerque la 
difference de ces deux quantiles est egale a (a — 6)(A — c)(c — a), 
dont on sail calculer le carre (Exercice resolu n° l)i').] 

13. Calculer 

'Za'^bc pour x^-i- px -i- q ^=0, 
Za^b'cd pour x^— ix>-h3'*+ ix -^ 1 = o. 
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14. Elanl donnee I'equation binome :c'"=i, calculer Sp pour les 
differentes valeurs de p. 

15. Calculer I'aire d'un triangle dont les cdtes sont racines de I'equa- 
tion ^'+ <xx*+ )3a;H- )' = o (E, P., 1909). 

[Apptiquer la formule bien connue ^ =:l sjp (p — a) (p — d){p — c) .J 

16. Calculer trois nombres connaissant leur somme, la somme de 
leurs Carres et la somme de leurs cubes. 

(Ecrire les formules de Newton pour I'equation du troisieme degre 
dont ces nombres sont les racines.) 

17. Resoudre le sjsleme 

X -t-y -i- z = o, x'-l-y*-t- a'= io, x^ -i~ y^' ->- s' = — So (E. P., 191a). 
(C/. Exercice precedent.) 

18. Condition pour que les equations 

x*-\- px -h q = <J, aa;' + bx^-\-C3:-i-d = o, x'' -t- p x^ -i- q ^ o 

aient une racine double. 

19. Delerminer m pour que I'equation 

3x'+ ja:* — 6a;' — laar -t- m = o 
ail une racine double. 

20. Determiner m, n pour que I'l^quation 

ait une racine triple. 

21. Determiner m, n, p pour que I'equation 

x^-T- »ijr' + ioj-' + nx -^ p = o 
ait une racine quadruple. 

22. Determiner m, n pour que I'equation 

X' — 3,5a?' + Jo3^'+ mx -^ n = o 
n'ail que trois racines dislinctes. 
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23. Delerininer m, n, p^ q pour que Tequation 

3^' — i83^'-t- 6ni^'-i- Cn3^'+ 6/>a!-i- j = o 

n'ait que deux racines distincles. 
[On montrera qu'il doit esister une identite de la forme 

En idenliflanl terme a terme, on aura des equations pour determiner m, 

2i. Separer les ordres de multiplicite de I'equalion 

;s»— a:'— 5a^'-^-ar^-^-83^ + 4 =o. 
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ELIMINATION. 



EXEttCICES RtSOLDS. 
1 , Determiner p et q pour que les equations 






x'—-;x-\-q = o, 



aient deux racines communes. 

Nous aliens ecrire que le plus grand commun diviseur est du second 
degr^ (n" 230) 



4a:»+ (lo— q)x-\-p — -iq 



x-^-3 


1 — 'o 

4 


x^~-j;-l-q 


ix*-^{io — q)r-^p — iq 


4a:3-'i837 + 4? 




(q-io)x^^(ig-p — 2»)x + iq 


[^,-p-.S^i- 


-■»)■]. H-4,-<, 3,)<'7" 



Annulons le resle correspondai 



(3) 

(4) 



i6y-f-{/. — 3y)(io — y) = o. 



Eliminons />, par ]a combinaison (lo — ^).(3)4-4-(4); il vient 
5) (y _,o)3_ ix28(?-io)-,i'? = o. 

Nous simpliTierons ceUe equation en posant 



il vient, en effei, 



i,3_,,«_,„^ 
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Ayant u, (6) donne q; puis de (3) on tire 

(8) /' = -i(au'-H6u + i)- 

Les racines communes a (i) et (a) sonl obtenues en aonulant le plus 
grand commun diviseur 



La Iroisieme racine de (i) est — u, car la somme des Irois est nulle el 
la somme des deux premieres est h, d'apr^s (9), 

Les troisieme el quatrieme racines de (2) sonl donnees par 

(10) a?»-i-(M+3)a;-+-3M + 4 = o, 

comme on le voit en calculant le quotient de (a) par (9), ce qu'on peut 
faire en ndgligeanl, au diviseur et dans les restes partiels, tons les termes 
de degre plus pelil que 2. 

Le probteme admet trois solutions, qui correspondent au\ trois racines 
de (7). — Parm! celles-ci, la racine u^ — i saute aux yeux et donne 
y ^6, /> := — 6, 3 et — 3 comme racines communes, 1 comme Iroisieme 
racine de (1), — 1 comme iroisieme et quatrieme racines de (a), — Les 
deux aulres racines de (7) sonl donnees par 

elles sont reelles, mais incommensurables. Si Ton lient compte de (11), 
les Equations (8) el (9) se simplifient un peu et s'ecrivent 

(.2) /> = '2 (8U +■!!), 

(11) ,,.>-«,,-+„^3=o. 

Nous laissons au lecteur le soin de prouver que la plus petite racine 
de (11) donne seule des racines reelles pour (i3), ainsi que pour (10). 

2. Eliminer x entre les deux equations 

(1) .c3+4mj:2— 3.<- + 2 = o, 

(■1) 2,r3_H,m + ..,).r=-5.*--4-i = <.. 

Nous allons nous ramener a deux equations du second degre (n'^SC). 
Multiplions (i) par — 2 et ajotttons a (3) 

(3) (.,„;,„).,.. + .,._3 = 0. 

Multiplions {3) par — a, ajoutons a (i) el divisons par j, en lemar- 
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iguant que zero ne petit jamais elre racine commune 
Annulons enfin le resultant de (3) et (4). 

II y a done trois valeurs de m pour lesquelles les equations proposees 
ont une racine commune. Cette derniere petit etre obtentie par la combi- 
oaison Hneaire 7 . (3) -i- 3 , (4). qu' donne, en enlevant le facteur sc, 

'' " 49"' — i' 

En particulier, pour m^^-o, la racine commune est i. 

Autre mdlhode. — Kliminons m entre tes equations proposees, au 
moyen de la combinaison — (i) + 4(*); nous obtenons une equation 
d coefficients lous numeriques : 

(7) ;,H-|-8j:)-,7^ + a==„, 

dont leg rscines sont les racines communes possibles de (i) et (3). 

Ayant calcule I'une d'elles, on aura la valeur de m correspondante en 
la substituant a :>r dans (1), par exemple, ou mieux dans (6). 

Si I'on tenait a avoir I'equation dti Iroisieme degre en m quiconstltue 
efTectivement le resultat de I'eliminalion, c'est-a-dire I'equation (5), 
il suflirait de remplacer x par I'expression (6) dans (7). Mais, un lei 
calcul est inutile si Ton cherclie seulement les valeurs de ni potir lesquelles 
n elTet, pour cela, de resoudre I'equa- 
racine ar^^i. Apres division 



il y a rticine com 


mune. U suff.t en e 


tion (7). Or, on 


apei-coit aisemenl 


par w — t, il reste 


I'equation du secoi 


3. liHminer j: , 


?/ttfe les equations 


(1) 


,rV+„,,.3+i,,,^ 



Hempla^ons dans (i) x' par {pj: 4-7)' et x'^ par — x{px 4- 9), nous 
obtenons I'equation du second degre 
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II ne nous reste plus qn'a annuler le resultant de (3) et (3) : 

( J» -H rf — y/>! + cpy — 67 )' 

~(2pq — aq -i- c — p'-^ ap' — bp)(pd — pq*-h aq^ — cq) — o. 

4. Hesoudre le systeme 

(1) i.r'-5j'-3.^ + 9^ = o, 

(3) 5.r-3 + 5 j3_ , .;,,.i_ ,3.^_^ _yi = o. 

Eliminons a:(n»237). A cet effet, mulliplions (1) par :r, (a) par — i 
«l ajoutons 

(3) r.,.r« + .,;>.(22-5^)+j'('-5j') = o- 
Annulons le resultani de (1) et (3) par rapport a x : 

/'[ (25^1— 5 X i37-+-iax 9)' 

+ (aSj'- 5 X 34^ + 3 X C7)(- 5ir'+ 5 X 2'.^+ 3G)] = o, 

^'(»5xi5o^'— i5 X i'i8^'w-5ox 39^ + 36 x 3 xi75) = o 

ou, en divisant par i5o, 

(4) ^'(25/'— 887' + 13/ -h 126) = o. 

A chaque racine de cette equation correspond pour a: la racine com- 
mune a (i) et a (3), que I'on peut obtenir par la combinaison 
— 12. (i) -)-5-(3), ce qui donne 

Nous avons d'abord la solution yz=o, x=:o. L'equalion (4) admel 
ensuile la racine / = — i, a laquelle correspond 



En divisant (4) pai"/'(7 + i)p •' '"este l'equalion du second d 
(6) 7.i7'-M3j + ,2(; = o, 

dont les racines sont 

u3+:v^T6:r ri3=hi3 la.r^. 
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auxqueltes correspondent des valeurs de x donnees par (5), 
s'eciire, en tenant comple de (6), 

ce qui donne les deux solutions 



5. R6soudre ie systeme 0:^^=."] x + iy, /*:= 7^ -^-Zx (E.P.,1911). — 
Si Ton change x en j et j-enx, les deux equations ne font que s'echanger. 
Le systeme est done symeirigue. Du resle, il est equivalent au suivant, 
obtenu par addition et soiistraction, 

(1) .>;'-hy'=io(.r + y), 

(2) .i-^-y'= 4(.r-j). 

Chacune de ces equations se decompose, de sorle que notre systeme 
equivaut aux quatre suivants : 

(11 .r-hy = o, j^—y = o\ 

(II) .i+y^o, 3;»-^-.rj'-^jri=i; 

(III) .c* — .cy -t-_y' =1 10, X — ^ = 0; 

(IV) .c* — j;_^ -t-_^' = 10, j^-h .ly -i- y* = ^. 

Les trois premiers donnent les solutions suivantes ; 

(3) -.v=y = o, .v^ — y=±2. .c^y=:^i/io. 
Pour r^soudre le dernier, nous ajoutons et reiranchons 

d'oii 

(.'-+/)'=>, x + y = ±i: 

de sorte que x et y sont racines de I'une ou I'autre des deux equa- 
Geci conduit aux solutions 

On a en tout 9 solutions. 

DigizedtyGOOgle 



ELIMINATION. !55 

EXERCICES PROPOSES. 

1. Delerminerp et q pour que les equations 

,ts — 6jr> + /i.f — 3 = o, .(■' — J-I+ yj:+ 2 = o 

aient deux racines communes. 

2. Determiner p, q, r pour que les Equations 

aient trois racines communes. 

3. Eliminer x cntre les equations 

^»^ (m _ , )^l^. (3,„ _ ,o),^ + 12 = o 

et 

^>+(m-8),^'+( > + .6),r- 3=.o; 

3:a^.m,jT2— 4 = o el .£■'+ m.t + a = o; 

X* — ■2x» + ,c'-i-i,c-pni = o et ,t* + ,t3_ 3j:' — i,c — am = o; 

j^'+a.'c-H 6 = ci J--4- a'j:-t- i'= o. 
^. Resoudre les sjstemes 

ix— 'iy -k-\ = o, J'' — a:_y— _}''+aj:-i-/ — i = o; 

a-ci + j-i— 3r-4-2j — a = o, .;;! — /'-+-, jt/ — 2 j^ +>- =^ o, 

a;cosf +,rsin<p =/), .1:'+/'= R' (poser j-sin<p— j cosi^ = l)\ 

x^=ax-\-by, y-i=ay+bx; 

j:+7-l-aa = — i, j^i^-js — 4^1 + 2 = ,, .rJ-H/S-ha"— 53 = i; 

j-i+_y'-t-a' = a, j:/ -i-^3 + ai' = 6, .f> -i- _y' -t- a'= c; 

a^^j-H-ai = j^s -h (_y = j:( +^s = a, ,j' + _y -h s + ( = 6. 

5. Resoudre le sysleme 

ar/ = ^^ ,r/' = j'J (E. P., tgoG). 
(Prendre les logarithmes el diviser membre a membre.) 
G, Resolution de Vequation du troisteme degre. — Soil I'equation 

{I) x^-^px + q^o. 
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On pose X = y 4- a ei Ton diJterniiiie y eXs par les equations 

Deduire de la que les trois racines de (i) sont donn^es par la formule 
(de Cardan) 



V -i^V 4 3- V ■■« V 4 -^7 
les deux racines cubiques eianl associees de maniere que leur produit 
soil — ^- (Cf. Lemons, n" 280.) 
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CHAPITRE XX. 

TRANSFORMATION DES EQUATIONS. 



EZERCICES R£SOLDS. 

1. Former I'equalion aux cartes des racines de I'^qaalion 

(i) j;»+ mx^-\ x»+ mpx-\-p*= o. 

Nous allons ^IJminer x entre (i) et 



mpte de (2), (1) s'ecrit 

yi -t- m.ty -^- -— y -^ mpx 



Portons dans (a) 

(5) ji4,ji^ipI_3/„ni-)-^J4-/)'=i.. 

On obtient une equation bicarree. L'ayanl r6solue (n"2i2), on aura 
les qualre racines de (i) par I'applicatiun de la formule ( j). 

11 cotivienl loulefois d'observer ici que cetle formule n'est vafable 
que si m{y + p)^o.Le cas oii m^i^o n'oftVe aucun interel, car ['equa- 
tion (i) se reduit alors a .r*-f-/)':=o, Voyons main tenant ce qui se passe 

si y^ — p. En poriant cette valeur dans (3 ), on a la condition p^: ■-—■• 
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Si cetle condition est remplie, I'equalion (i) est verifiee pour 

Son premier membre est divisible par a:' + /j; on troiive d'ailleurs poui 
quotient 



Les racines de (i) sent done, dans ce cas, ±: /— el > qui est racine 

double. 

itevenons au cas general pour discuter la r6aUt6 des racines. Obser- 
vons d'abord que, d'apres (a) et (4), J7 et ^ sont r6els en mfime temps. 
Or, pour que (5) ait des racines reelles, il faut d'abord que I'on ait 



-"("''-v)'('''-t) = - 



Kcartant les cas deja examines de mr^o^ p^ —, nous avons la 
condition 

(;) pi'-f- 

En second lieu, I'equation (5), consider^e comme du second degre 
en ^', doii avoir au moins une racine positive. Mais, ses deux racine!! 
onl le m^me signe, car leur produit />' est positif. II faut done que la 
somme soit positive, ce qui se traduit par 

(8) 2^i_2/>flt«-(-~ < O. 

Le premier membre est un trinome du second degre tn p; ses racines 
sont — (aiy/a); t\. p doit etre compris entre elles. Mais,cette derniere 
condition est incompatible avec (7), si Ton observe que -7-( a — sfi) >■ — • 
11 s'ensuil que I'equation (i) n'a jamais aucune racine r^elle, sauf le 
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2. Faire la transformation 

sur I'equation 

(2) ,,-t + .rJ_jj,i_-4^-t-i = .) (E, P., igii). 

II nous fauL eliminer x entre (i) el (a). En tenant compte de (i), 
(2) s'ecrit 



Portant dans (i), il vient 

(r'-3)'+(j-2)(^ + i)> = o 

On retombe sur I'equation proposee. II seiuble done que U transfor- 
mation soit inutile au point dc vue de la recherche des racines. Nous 
allons voir qu'il n'en est rien. 

Ce qui precede nous apprend que si a. est une racing de(i),i — a.' en 
est une autre, d'ailleurs distincte de a, car on ne peut avoir a := 2 — «' 
que pour « =^ i ou — a, valeurs qui ne verifient pas (a). 

Les racines de (2) sont done de la forme «, |3, 2 — ««, 2 — |3". 

Si I'on pose ct 4- j3 :^ />, ap — y, on a 

(2 - a'Xa — ^') = 4 — a/.' -H 4 ? -^ ?' = (? + 2)'— 2^'. 

On en conclul qu'il doit exister une ideniite de la forme 

.ri-i-x> — i.v^—i.r+-l 

= (,,■1 — p.e-(-5')|,-'-t-(/.'-29-4).E-H(?H-a)'-a/."]. 

Autrement dit, le systeme 

(r,) —4 = ^q + i)>—2p' — p^-t--xpq -hip-hg, 

(3) — 4 =-/'('7 + ■*)'+ 2/.a^_y^!_2yl_4^, 

(6) ' = ?(? +2)1— 'i/!'?, 

doit etre compatible. 
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Multiplions (4) p3r p et ajoutons a (5) 

ou, ea revplagant q par sa valeur liree de (3), 

(7) /.'+/.-! = <,; 
moyennant quoi on a 

(8) 9 = -(/> + 2). 

Si, dans (4), (5), (6), on remplace mainlenant /j' par \—p et q 
par — (/' + ^)i on constate qu'oD obtient des identites, 

Finalement, I'iquation propos^e se decompose en deux Equations da 
second degri, obtenues en remplaganl p par les deux racines reelles 
de (7) dans 

(9) ,r> — />.!■ — (/)-i-a) = o, 

ce qui donne 

^^ p±<^Hp^i) 

— id=i/5 
(en renipla<;ant p' par 1 — p sous le radical), avec p ^= ; d'oii 

les qiiatre racines 

j-i = — 1)82, ^1 = — 1 ,3j, .c.i = 0,21, .cj = 1 ,95. 

cnlculees a -j-J-j pr^s. 
Comme veriRcation facile, on constate que In somme est bien egale 

3. TMfiORfiME. — Toule transformation rationnelle effecluee sur une 
equation du troisienie degre pent 6tre ramenee a une transformation 
entiere du second degre au plus ou a une transformation homogra- 
fihique. 

Soil t'equation du troisieme degre 
(1) /(-'j-o, 

et la transformation rationnelle 

o(i o et 4* designent deux poljnomes quelconques, le second eiant pre- , 
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mier avec /(^), afin que y reste fini pour touies les racines de (i). 
En vertu de celte hjrpothese, on peut trouver deus poiyoomes U el V 
donnant lieu a I'identite (n» 209) 

(3) U/(,r) + V^(.r) = i. 

Si i'on J remplace x par une racine de (i), on obtient 



En portanl dans (3), on oblient ia Lrans formation entiere equiva- 
lente y -=. V m( j:), Mais, si V ip(^) est de degre > a, on peut le diviser 
par f{x), ce qui donne rideiilite 

(5) V.(»),./(»)Q + R(x), 

K(^) etant au plus du second degre. En y rempla^ant x par une racine 
de/(jr), on voit que Vip(^) et R(J>) prennent la mgme valeur; de sorle 
que la transformation (2) equivaul Jinatement a la transformation 
entiere du second degre ( ' ) 

(6) y^-R(.r). 

Je dis maintenant que cette derniere equivaul a une Iransformation 
horaographique. En effel, divisons/{x) par R(j^); nous avons 

/(.f) = R{-r)Q<.r) + p(^}, 

Q(ar) et p{x) designanl deux polynomes du premier degre. 

Si.i7veriHe(i), ona 

de sorte que (6) equivaul a la transformation homographique 



4. Calculer 7,; —^ 
I'equation 



(') Le lecteur demontrera de la mflme facon que loule iransformation raiionnelle 
elTeclu^e sur une equation du (i'*'°* degre ijquivaut b, une transformation entiere de 
degre n — 1 au plus. 

Haaq. — Exerckes, I. Ofli^^olf 



Ibl CHAPITRE XX. 

Nous allons faire la transformation 



(a) y=-- 



puis, nous calculerons la somme des produits deu\ k deux des racine 
de I'equation transformee. 

Nous pourrions, d'apres le theoreme de I'exercice precedent, nou 
ramener a une transformation liomographique. II est plus rapide de pro 
cedar directeineni. Gonten tons-nous seulement, comme simplificatio 
preliminaire, de remplacer le denominateiir de (2) par son resle de divi 
sicn par (1), a savoii- — (23:^ + Za: + 2). Nous avons alors a eliminer ; 



en Ire (1) et j = 


■2^'+3r-.-a' **" 




(3) 


^^y-.r{iy + i 


1) -nr 


La combinaiii 


on 2/.(i)-(3) noui 


; donne 


peut elre nul, 







Annulons le resultant de (3) et (4) r 

(5) 47^(7 + ')'-!- ■J7(7r^0l(3r-^>)(r-')-^-8J''l = o. 

En divisant par ly, qui est un facteur etranger, nous obtenons I'equa- 
tion transformee- 11 nous suffit d'ailleurs d'en calculer les coefficients 
de y' et de .y; on trouve 79 et — 7, La somrae cherchee est done — ~-- 

5. Former Vequalion aux carres des diffirences des racines de 

(1) ,^'-H/l.(■^-? = ... 

Premiere melltode. — Soienl «, b, c les trois racines. Nous devons 
faire la transformation du second ordre v=^(a — ft)'. Mais, elle est 
svmetrique et peut etre ranienee a une transformation du premier 
ordre (n- 245). EfTectivement, on peut ecrire 

(V.) y = {a + b)^-iab = c^+i'l. 

L'equation transformee sera done obtenue en eliminant ^ entre (i) 
et r = ,r'-H— ) ou, en cliassant le denominateur et remplasant x^ 
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Portant cette valeitr dans (i), nous obtenons r6qualion demandee 

(4) j'-t- 6/>7"-H 9/i'j ■+■ 4/i>-t- 37y'— o. 

Deuxieme mithode. — Appliquons la m^lhode generale decrite au 
n" 217. Posons 



I'^crivons que a et 6 verifienl (i) : 

(5) (« + P)' + /.{t<-H<.) + y = o, 

d'oii Ton deduil, par addition et soustraction, 

( 7 ) m' -I- 3 uc' + />w -H y = o, 

(*i) 3u'-+-f5+/) = o (en divisant par c). 

Posant c'^ Y et ellminant u, nous aurons I'eijualion cherchee. En 
tenant compte de (8), (7) s'ecrit 

On en tire u et, en portant dans (8), on retrouve I'equation (4)- 

Remarque. — lin prenant le produil des racinea de (4), o» retrouve 
la forrnule etablie a I'exercice resolu n" 4 du Chapitre XVIll. 



EXERCICES PROPOSES, 

1. Former les equations au^t carres et aux cubes des racines des equa- 
tions completes du troisi^me el du quatri^me degre. 

2. Faire la transformation v ^= x* — x sur Pequation 

ar'-Ha^3-)- 3:' — 90^-1-6 = 0. 

3. Faire la transformation J = a:' + j: sur Tequalion 
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4. Etant donnee I'^qualion x^-\- ps -h g =o, Irouver m et /i tels que 
Tune ou I'autre des transformations 



conduise a une equation hinome en y. Deduire de la une methode de 
resolution algebrique de t'equation du troisi^me degre. 

5. Etant donnee Tequalion ^'-t-x — i=;o, trouver une transforma- 
tion homographiqiie ^quivalenle a /^ -j— -• 

(On peut suivre la methode decrite a I'exercice resolu n" 3. On peut 
aussi se ramener d'abord a y := j— — ^ i -i — ^^ i puis deter- 
miner A, B, C, D pour que I'^galit6 ^^- ^= ^ jr soit entralnee 

par x'^i — x.f 

6. Galculer ^ pour I'equation ^=-1-3.2;' — x — 1 iz: o. 

7. Appliquer a I'equation Sx^ — 'Sx'+'iZx — 25:=o la methode de 
resolution du n*' 4. 

8. R^soudre et discuter I'equation 

37* -f- /na^'-t- imx^-t- wa^-h 1 = o. 

9. Resoudre I'equation 



{ Poser X -t- 2a =^-) 

10. Etanl donnee ['equation j:'-I- ^j: -1- 7 — o, de racines j;,, ;r„ j^j, 
former I'equation qui a pour racines les quantites telles que x^ +x\. 



11. Eiant donnee la ni^me equation, calculer V 

12, Faire la iransformation 7 ::z ■■ '_ "^ pour I'equation complete du 
roisieme degre. 

(On pourra utiliser les relations erire les coefiicienis el les racines. 
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On calculera, par exemple, x, el Xj en fonction de ar, et de y. On por- 
lera ensuile dans 2:c,.r, el Xyx^x^ et Ton eliminera a;,.) 

13. Etant donnee I'equation x" -\- a x^ + b x* -\- c x -\- d ^= q, faire les 
Iransformations 

(I) y = x,-t- Xi — xz — x^, 

(II) y= x,xt -Ha-aa^i, 

En deduiredeux methodes de resolulion algebrique de l'6qualion du 
quatrieme degre. [Melhodes de Descarles (I) el de Ferrari (II).] 
(Cf. Legons, n°266.) 

[Poser Xi+ x^-=p, ^, .r, = ^, Xi-{- x^=--p' , x^x^-^q'. {Cf. exercice 
resolu n"i, Chap. XVIII.)] 

W, Faire, pour la meme equation, la iransformation 

y = XiXx + XtXi + XiXi. 
15. Faire, pour la meme equation, la Iransformation 

y = (xiXtx^Xi) (Noie II). 

[^Equation aiix 6 rapports anharmoniques. Se ramene a la transfor- 
mation (II) de I'exercice n" 13, suivie de la iransformalion du n" 12. 

On doil constater que requaiion en y ne cliange pas quand on trans- 
forme I equaLion en x par une transformation liomographique quel- 
conque ( n' 322). En parliculier, on peut faire disparailre le terme en x^. 

L'equation en ^ doit 6tre reciproque et demeurer invariante pour la 
transformational i —y (n" 319).] 
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CHAPITRE XXI. 

KIJUATIONS \ COEFFICIENTS ItliELS. 



CXERCICES R£SOLOS. 

i . Decomposer en facleurs reels du second degrc le potynome 

Nous commencerons par Taire. au stijet de cette decomposition, les 
observations suivantes : Soient a;,, a;^, jJj, ^i les racines de I'equation 

Si I'on Qe se preoccupe pas de la realite, il j a trois manieres d'effec- 
tuer la decomposition : il suffit, en efTet, d'associer le facieur lineaire 
X — X, successive men I avec x — x^, x — x^,, x — x^, en associant entre 
eux les deux facteurs restants. On peul done prevoir que le problkme va 
dependre de la resolution d'une equation du trotsieme degre ( ' ). 

Si i'on suppose mainienant que a. 6, c soienl reels, il peut arriver que 
les quatre racines soient reelles, ou bien que deux soient reelles, par 
exemple Xt el a^,, les deux aulres etant imaginaires conjuguees{n"249); 
ou enfin que les quatre racines soient imaginaires, Xi et x^ etant respec- 
livement conjuguees de x^ et x^. 

Dans le premier cas, les Lrois decompositions prevues sont reelles. 
Dans les deux autres cas, il faut associer x — x, avec x — .», pour 
obtenir un facteur reel ('); done une seule decomposition est reelle. 

Voyons maintenant comment on peut resoudre le probleme sans cal- 
culer au prealable les racines de f{x). Employons la m6thode des 

(1) D'uii il r^sultera une nouvelle m^thode de resolution aigebrique de IMquatton 
du quatrieme degre; car si Ton calcule une ractne de I'equation du troisieme degr£ 
k laquelie it est fait allusion, on en deduira la decomposition de I'equation (i) en 
deux equations du second degii. Rappeloos, d'autre part, que I'equation generate du 
quatrieme degr£ se ramene aisement a la forme (i), (n* HI, I). 

(') Rappelons que le pioduit de deux imaginaires conjuguees est reel ( n" 33). 
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oefjicients indetermines et posons, en remarquant de suite que la ■ 
oinme des racines est nulle, 



Identilions 



(3) 



^^K— ^)- ^-K«-^^)^ 



puis, en posant-a'^a, 

Nos provisions se verifient. Ayant tme racine de (^), on prend 
a — + v/i; puis, on calcule p et (3' par (3), et I'on a une decomposition. 
En prenant at ;^— y's, on retomberait sur la mOme, les deus facteurs ne 
faisant visibleraent que s'echanger. 

Le nombre des solutions rOelles est egal au nombre des racines posi- 
tives de (4). Or, ^(o) et gi-hoo) ayant respectivement les signes — 
et +, il y a dans Pinlervalle (o, +00) un nombre impair de racines 
(n<'250), c'est-ii-dire une ou trois('). II y a done bien une ou trois 
decompositions reelles. 

2. TbEOrGme des lacunes. — Le nombre des racines imaf;inaires 
d'une Equation algebrique est au mains igal au nombre total n des 
racines imaginaires des equations binomes obtenues en annulant 
successive men I tous les groupes dedeux termes consecuti/s. 

Pour que les equations binomes dont il est question donnent des 
racines imaginaires, il faut qu'il manque des termes dans I'equation 
proposee, ou, comme on dit, que son premier membre /{x) presence 
des lacunes. 

SoientVet Vies nombres de variations de/{x) et /( — j;),Le nombre 
des racines imaginaires est au moins egal am — ( V -+- V'),en appelant m 
le degrO de I'equation (n" 2o3). Or, nous allons prouver que cette difTe- 
rence est precisemeni egale a n. 

A cet effet, imaginons que Ton complete /(x) par des termes quel- 
conques. Soient V, et V, les nombres de variations presentees |iar le poly- 
nome /,ix) oblenu et par/,( — jr). On salt (n°2o3) que V,-i- V', — »i. 

(') On pourrait aujsi invoquer le thooreme de Descartes. II tlotinorait mSme le 
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D'aulre part, soient Apjr" et Kp^^xP-i deux termes cons6cutifs quel- 
conques de f{x). Us pr^senlent une lacune de g — i termes. Si q est 
impair, ih fournissent une unite dans V -I- V; si q est pair, ils four- 
nissent o oa 3 unites, suivant que Kp el A^^, sont de m^me sigoe ou de 
signes contraires. Dans les trois cas, ils fournissent autanl d'unites que 
I'equation binome 
(I) Apar9+Aj,-, = o 

a de racines reelles. 

Si t'on considere maintenant dans/,(^) le groupe qui est limits par 
les deux termes ci'dessus, il donne q unites dans V, 4-. V',, c'est-a-dire 
un nombre egal au nombre total des racines de (i). 11 en resulte, par 
consequent, dans la difference (V, -1- V[ ) — ( V + \"), un nombre d'unites 
egal au nombre des racines imaginaires de (1). 

Si I'on raisonne de meme pour tous les groupes de deux termes cons^- 
cutifs de/(x), on voit que ta difference 

(V,-hV;) — CV + V') = m — (V + V) 

est 6gale a la somme n des nombres de racines imaginaires de toutes les 
Equations telles que (1). c. q. f. b. 

Remarque. — Pour les equations a coefficients num^riques, ce th6o- 
reme ne presente aucune utilite, car ii equivaut au calcul de la somme 
V + V, lequel est alors immediat. Pour les Equations a coefficients 
lilteraux, il peuL servir quelquefois. En partlculier, il arrive qu'en mul- 
ttpliant un polynome complet par un facteur convenable, ne possedant 
que des racines reelles, on inlroduise des lacunes signalant Texistence 
de racines imaginaires au produit, done aussi au polynome primitif. 

C'esl ainsi qu'on pent elablir certains theor^mes, tels que ceux de 
de Gua et d'Hermite. {Cf. Exercices proposes, n"' 7 et 8.) 

i de I'equation 



lethodes decrites a 



3. Troui'er 


la limite superieure des racines / 


(I) 


3r« + a^s- 4;r'H- ar'-i- aa'!- ia^ -+■ 


Nous alio us 


appliquer successivement les trois 


n- 257 et 258, 


, a litre de comparaison. 


1" Segle de /Vetvton. — Les derivees successiv 


M 


i8:c'-(- 3 a^' - iGa-= -H 33-' -H 4 :c - 


t3) 


2(45a-*+.o3r>-a4a7»+3^-H 


(4) 


6((>03:' -i- lox' — t&x -h i). 


(5) 


a4f453.'-H5r-4). 
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EQUATIONS * COEFPrCIENTS REELS. 1G9 

Laquatrieme ad met une racine positive, qui est ■< i, car x:=i donne, 
dans (5), un resultat positif. Le mStne nombre, siibstitue dans (4)i (3) 
et (a), donne encore des resuUatspositifs. Mais, dans (i), on oblient — t. 
Substituons a; nous obtenons un lesullai positif. Done a est limite 
superieure des racines positives. 

V Regie des groupements. — Considerons le poljnome (i) comme la 
somme des deux suivants : 



Le premier ^'(3x' — 4^'-i- a) est toujours posilif, car le trinome en x' 
enlre parentheses a ses racines imaginaires. Le second peut s'ecrire 
x{x^-^- £C* — 5). La racine positive du trinome en ar' est 

Done, v^a est une limite superieure des racinesdece trinome. Comme (8) 
est positif, on voit qu'on peut prendre \f2 comme limite superieure. 

3° Begle de Lagrange. — Elle donne, comme limite, i + W z' On 
voit que la limite la plus rapprochee est donnee par la r^gle des 
groupements. 

4. Rechercher les racines commerisurables de I'equation 

(,) 8j^«—34j^5 — iia^*-i-i3-ia^—763^'— 392^-1-18 =0. 

Divisears du dernier lernie .■ i, a, 3, 6, 9, 18. 

Diviseurs du premier lerme : 1,2, 4, 8. 

Racines possibles : ±1, ±a, ±3, ±6, ±9, ±18, ±-, ±-, ±f, 

-h - -H^ -r-2 ■*- '- -+-' -h ^ 

— 4' — 4'— 4' — 8'~8' ~m' 

Par la regie de Lagrange, nous determinons les limites suivantes des 
racines : 



Limite superieure des racines positives : 
Limite in/erieure des racines positives : 
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Limite in/erieure des racines negatU-ea : 

fAmUe superieure des racines negatU'es : ^_ <— t- 

Nous devons done enlever du Tableau preeedenl — 6. — 9. ± 1 ■ 
Regie d' exclusion : /(i) — i8,/(— i) = — i4o; ce qui nous 

^1 -h6 +n -f-^, -I-?, +-, —3 



Reste a essayer : — 2, + 3, . H — i -1- - i -t- - ■ 

/jw«i de — 1. — Divisons par [ h — (n" 260, IV). Nous avons la suiti 
des coefficients 



Done, — a es( racine; le quotient correspondant est, au facteur % 
pr^s, ■ 

II nous reste k essayer les memes nombres sur ce quotient ('). 

Essai de — 1. — Divisons par 1 ^ Le piemier coefficient 9 n'est 

pas divisible par 2. Done, Tessai ne reu^sit pas. 

Essai de +3, — Divisons par 1 — ■;; 

9, — -Ji, -iJ, -(-:8. -xi, o. 
( ' ) La rr^'te d'exctusion ue donne rien; 
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EQUATIONS A COEFFICIENTS REELS. I'l 

3 est racine; nous avonsle quotient (divise par — 3) 

(3) /,(a;) = 8x*— a6a;'-4-iiar>+;T — 3. 

/i{i)=^ — 3 n'est pas divisible par 3 —1 = 3; done, 3 n'est plus racine. 
I-es autres norabres a essayer ne sonl pas elimines par la regie d'exclu- 

Essaide — -■ — Divisons par a; + - 

8, — 3o, a6, —6, o. 

est racine; nous avons le quotient (divise par ,*) 

(,i) /3(a.)^43;5_,,ia;'-i-i3^--3. 

/j{i) :^— I n'est pas divisible par — 1 — 2 =— 3; done, — - n'est plus 

racine ('). De m6me, 7 est e:cclu, Resient a essayer - et -■ 

Essai de -■ — Divisons par i — ^x 

— 3, 11 

1 , . . 3 

11X5 n est pas entier ; done, - ne convient pas. 

Essai de-- — Divisons par -c — 7 
- est racine; nous avons le quotient 

donl les racines sont 



EXERGICES FROPOS£S. 

1. Si une equation algebrique a coefficients entiers admet une racine 
de la forme a-\-b\f^, oil a, b, N designent des nombres rationnels, 

(') Oa peut aussi observer que, d'apiiis le thtor^mc de Descartes, I'^qaation (1) .1 
au plus deux racines n^jjatives. 
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dont le ti-oisieme n'est pas carre parfait, elle admet aussi la racine 
a — Ay^lN au meme ordre de multiplicity. 

(Demonstration analogue a celle du n° ih9, v'N jouant le rOle de i.) 

2. Reconnattre si I'equation o-^ — 5x — 2 =; o admet une racine de )a 
forme ci-dessus. 

( II doit y avoir une racine commensurable. ) 

3. Decomposer en Tacteurs reels du second degre les polynomes 

a:' + I , a-i -1- 337! + 4 , i' -h 1 , 37' -4- i , a:"" + 1 . 

[On peut passer par Tinterniediaire des facteurs lineaires. Pour les 
deux premiers, on peut aussi employer la methode des coefficients inde- 
lerroines, ou bien meitre le polynome sous la forme d'une difierence de 
deux Carres : d'une fa?on generale, on peut ecrtre 

37*-4-nj'^6i = (ar>+6)'— (26 — t>)3->.] 

V. Decomposer de meme 

jChercher les racines imaginaires 



5. Demontrer que si /(^) a toutes ses racines reelles, il en est de 
meme de/(^)-(- >./'(x), que) que aoit ), (E. P., 1909). 

[D'apres le theoreine de Rolle (n" 61), f'(x) a toutes ses racines 
reelles; lea subslituer dans /+ )./'. ] 

6. Prouver que, quel que soil m, I'equation 

a une racine positive el une seule. 

7. Demontrer que si trois coefficients conseculifs d'un polynome sent 
en progression geometrique, il a au moins deux racines imaginaires 
{de Gua). 

(Si ^ est la raison, multiplier par ^ — q et se reporter 

resolu n"2. ) 
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EQUATIONS A COEFFICIENTS REELS, 171 

8. Meme propriety si quatre coefficients sont en progression arithme- 
tique {Hermite), 
[Multiplier par (^-i)».] 

positives et negatives 



:' -H i ar' — a;* + 5 



11. Si, en substituant p nombres entiers consecutifs dans un poly- 
nome a coefficients entiers, aucun des resultats n'est divisible par p, le 
polynome ne peut pas avoir de racines enlieres {Gauss). 



9. Umiles si 


.perieur 


e et 


inferieui 


re des racine: 


des equations 










ix-'-\-ix^-\-ix 


■'-^1- 


■ Sart + ^-a 


= 0, X-'- 


10. Racines 


commen 


surables des 


equations 




2J75 — 


5a^- 


-t.ix^- 


lix^—iix — 




45 :r' 


1 — ifi 


.83:'— 553-' -)- 26^7-1-8 




w'-a:^- 


-19a' 


'-103:' 


-*--i^x-'-i-x- 



Si a etait une racine entiere, serait entier pour loutes les 

valeurs entieres de j:. S'appuyer, d'autre part, sur ce que, parmi p entiers 
consecutifs, il y a loujours un multiple de p. 
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CHAPITRE XXII. 

feQUATIOXS A COEFFICIENTS NUMERIQUES. 



EZERCICES R£S0LD8. 

1. Discuter Vequation x'' — 4 a:' — mx — i^o. 

Elle rentre dans le type III du n" 205. Nous allons done discuter 
I'equation aux. inverses 

A ceteffet, nous etudions les variations de/(3-), Nous avons 

Le irinome^'(a^) a des racines reelles et distinctes, si 9/n' — 4'- 8 >o, 
ou m > — ^ , en se bornant a considerer les valeuis positives de "i (' ). 
Nous devons done deja distinguer deux cas. 

Premier cas : mS -^' — gi^) est essentiellement >o;/'(j-) a le 
signe de x el/{x) prend sa valeur minimum pour x = 0. Gettc valeur 
etant negative {— 1) et la valeur pour a: =ztoD elant positive, on voit 
qu'il y a 2 racines, I'une posilive, I'autre negative. 

Deuxieme cas : »<>■ — r— ■ — s(x)a deux racines a^,,^,, loutes deux 
negatives. Nous avons le Tableau de variations : 



y=A^) + ^1. 71 ^ r> 



(') La discussion pour m < o se diduirait de celle que aiigi allans faire par 
iimple reniarque que le chBngement de m en —m ne fail que chaoger le signe d 
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EQUATIONS * COEFFICIENTS NIIMER1QVE9. 



II nous faut les signes de yi et de y,. Nous savons qu'on peul rem- 
placer ces quantltes par les re&ultats de substitution dans la deriv^e par 
rapport a la variable d'homogeneile 



Mais, ce polynome peut s'eciire, en tenant compte de ^'{a:) := o, 

~K-T^^*)-""'-"-<=-(r--'-*- "»—) — ■">■ 

Les signes de /, et de y, sonl done opposes a ceux de ffl(a^,) et 
de <])(^,). Pour avoir ceu\-ci, on peut proceder comme il suit : 

Leproduit '^(x^) (p(x,) a nt^mesigne que le resultant de$trinoines^(^) 
et <f{x), a savoir 

Le discriminant de ce trinonae en m* s'ecrit 

i3».3a>— 27.16'. ■2i^L6s(iC9X 4 - 27 x ai) = i6'{676 — 675) = 16'. 

Les racines sonl done — (26±i}, c'est-&-dire 16 et-;-^- Les valeurs 
positives correspondanles de m sont l^ et .t— t=- Ellea sont toutes deux 

plus grandes que ^7—- Nous sommes done obliges de partager notre 
deuxieme cas en plusieurs autres. 

L 4>'n>j^- — F(rti2) est negalif; y, et y, sont de signes 

contraires. Mais, d'apres ie Tableau, /, <.,>i- Done, j, < o, rj>o. 
II J a 4 racines, une dans cliacun des inlervalles ( — oo, .t, ), (ic,, jr,). 
(x„o), (0 + «). 

II, /M>4' — F(fli') est positif; o{3-|) et 9(^4) sont de mgme signe. 
Pour avoir ce signe, observons que e'est aussi cetui de cp(^i) 4- (p( jt,], 
fanction symetrique facile acalculer 

Ce triaome en m* a deux racines reelles et positives, m\ et m\. 
MaisG(i6) — il>o;deplus, i6>^^l^^' =^-^ ^^- Done, 16 est 
plus grand que ces deux racines. Par suite, Thypolhese m^>{^ entraine 
m > m,, m > m^, done G(/h') > o. II suit de \k que <^{x,) el <p{vC,) 
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sont positifs et, par suite, y, et^t negatifs. Nous avons done seulement 
3 racines, Vuneplus petite que Xy, I'autre positive. 

III. — -: >m > —:r-- — (p(ar, ) et ®(.T,) ont encore meme signe, 

sonl n^gatifs. Done, (-^) et \-^j 

enlre mj el ni\. Par suite, dans I'hypoth^se actuelle, m' est aussi com- 
pris entre ces nombres, et G(m') est negalif. II s'ensuit que /, et j, 
sonl posilifs. Nous avons 1 racines, I'une comprise enlre x^ et o, i'auire 
positive. 

Cos inlermidiaires. — a.m=.^. — F(m') ^ o, G(»i') > o. Un des 
nombres ^-i, y^ esl nul, I'auire est negalif. Comme Vi -Cyj, c'esl y^ qui 
esl nul et /, negalif. Done, il y a une racine doable egale a a:, et 
deux racines simples, I'une plus pelile que x,, I'autre plus grande 
que zero. 

b. m — -^- — F(m') = o, G(m').<o. En raisonnant comme ci- 

dessus, on voit que y,^i o, yi> o. II y a une racine double 6ga\e a 3;, 
el deux racines simples comprises respectivemenl entre x, el o el entre 
o el + CO . 

Remarque. — On aurail pu confondie les cas 11 el III et observer 
que. quel que soit le signe commun a j)*; el a j,, il y a toujours deux 
racines reelles et deux seulement, dont I'une est positive el Taulre negn- 

miner dans lous les cas les signes de y, el de y^, ce qui, pour d'aulres 
exemples, pourrail avoir d^ Timportance au point de vue du nombre des 
racines. Gn outre, cette determination fournil une meilleure separation 
des racines. 

2. Etudier I'equation 

(1) /(^)^6^=-.5:^'+io^-3=o. 

Calculer sa plus petite racine a j^^ pres. 
Eludions les variations de/(x). Nous avons 

(2) /'(^) = ,o(3^'-6:r>+l). 
II nous faut mainlenant etudier I'equalion 

(3) ^(3;) = 33^'-6a^s + i = o. 
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EQUATIONS A COEFFICIENTS NUHERIQUE! 



HI 



L'equalion (3) admet done deux racines x, el x,, separees par le 
nombre ^ ■ 

Formons maintenant le Tableau des variations de f(x) : 



(=) 



/ — -^ yi -^ y! ^ 



II nous faut les sigaes de y, et y,, ou des resultats de substitulion dans 
/^ = 5( — 3ic*+8j: — 3). Mais, en tenant compte de (3), la parenlhese 
s'^crit — 6a;'-i-8^ — 2=: — 2(3^* — ^x + i). La nouvelle parenlhese 
s'annule visiblement pourx=^i et son quotient par 37 — 1 est 

(6) h(x) = 3x^-+~3x — i. 

Solent ^,, ^, les racines de ce triuome. II faut les placer, ainsi que 1 , par 
rapport a a^i, x^. D'abord, ^(i) < ; done 

(7) 3^,<l<a^,; 
puis, en supposant ^, < ^1, on peut ecrire 

(8) • S.<a?i<ar,, 

car ^, <o et .r|> o[^(o) est positif]. 

Cherchons mainlenant le signe de ^(£,)- Nous pouvons remplacer 
g(a:) par le reste i3( — x+-j desa division par /((:?). Cela nous con- 
duit a placer v par rapport a tj. Dans ce but, nous formons 



Nous voyons que r est exterieur a I'inlervalle (£,, £t) el, comme 5i<o, 
i est > |i, ~^^, + J est > o, g%) est > o. Commef, < ^ (puisque < ^) 
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el que - <.Xi, d'apres (4), on a necessatrement 
(9) \t<^i<xt- 

Fioaleinent, le trinome 33^— ^x -)- 1 ^ (a^ — 1) A(3;) prend le signe — 
pour xz^Xi et le signe + pour a: ^ j-,, Donc/j > o, /!< o> L'equation 
propos^e a trois racines reeltes. 

Remarque, — Ces racines sent separ^es par les nonnbres x, el x^; 
mais ceux-ci ne sont pas explicitement connus. Pour oblenir une sepa- 
ration effective, procedons par substiiutions successives. D'abord, 
y(o) <; o; corame o < Xi, ies trois racines sont positives. 

[On pent le voir aussi par le ihgoreme de Descartes; aar/( — j;) 
n'ayant pas de variations, il n'y a pas de racines negatives.] 

Fuis/(i)^^ — 2<o. Comnie i>X|, les deux plus petites racines 
sont comprises entre o el 1 . Pour les separer, calculons, par exemple, 



(0 = 



/I 

Finalement, si X,, Xj, X, sonl les trois racines rangees par ordre de 
grandeur croissante, nous avons la disposition suivante : 



D'ailleurs/{3)>o; done X,< 3. 

Catcul de X,. — Conimencer par resserrer I'inlervalle ( o, - I ■ 
Nous avons 

/(o. 3) = -3 + 3+(o,3)'(6x<..3-i5)<..; 
/(<», 4) = ~3 + 4-o,38i-l-o,o6iii>... 

Done, X, est compris entre o,3 el o,4. 

Appliquons la methode de Newton. — II nous faut le signe de/'(ir), 
(n-aVO). Or/''(a;)— 6o(2a;>— 3x')=6oa;'(2j; — 3) est negatif dans 
tout I'intervalle. Nous devons done appliquerla methode au nombreo,3. 
Si Xi=:o,3 -+- A, nous prenons comme valeur approch^e de A celle qui 
est donnee par 

/(o,3) + A/'(o,3) = o, 

(o,3)> i3,a r., 10602 , 
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L'erreur commise £ esL plus pelile que —^ ~ii^f^ ■ [^* maximum 
de — /°{^) entre o,3 el o,^ est alteini pour a^ = o,4, car, dans eel 
intervalle, — f (w) — 36ox(i — x) esl posilif.] Done 

6o.o,i6--2.a ^ i,o56 
"^ aoo.8,fia3 ~ 8)i,a3 ^ ' ■ 

Mais, si nous observons maintenanl que h esl exactemenl inKrieur 
k o,oi3 +o,oi3=^ 0,036, nous pouvons ecrire 

£< (0,026)'. 1,3 < 0,0007.1,3 = 0,00091. 

On en conclul que X, est compris entre les deui Dombres 

0,3(2 39 ei 0,31239-1-0,00091 = o,3i33o, 

qui constituent deux valeurs approchees, par difaut et par exces, 
a mains de xivv f^^- E-n prenanl leur moyenne arithmetique o,3 1 aS/JS, 
on obtient une valeur approchee, a raoins de j^; mais on ne sail pas 
dans quel sens. Elnlin, on peut se borner a trois decimates, en 
prenanl o,3i3 comme valeur approchee a moins de yoo^ pres; mais on 
ne salt pas non plus quel esl le sens de I'approximation. On ne connatl 
done pas le troisieme cliiffredu developpemsnl illimitedeX, en fraction 
decimale, bien qu'on possede une valeur approchee £1 moins de 7^^; 
mais cela a peu d'impoitance pratique. 

3. Discuter I'eguation 



et catculer sa plus petite racine positive et autre que — quand m := 2. 

Nous commencerons par observer qu'on peut se borner a considerer 
les valeurs positives de rn, car le changement de m en — m equivaut 
a celui de .r en ^ — x. 

Cela pose, pour separer les racines de I'equation (i), on songe toul 
d'abord a eludier les varialions de son premier membre (n" 263). Mais 
I'equation dei'ivee a: sin *■ + cosa:;^ o est transcendante et neceasiterait 
une etude particuliere. Nous evilerons eel inconvenient en divisant 
au pr^alable Tequation (1) par cosx ('). Autrement dit, nous allons 

(') On peulpnkrer, par telle operation, les racines iC = An -1- f, ai elles existeni ; 
ce qui n'arrive que pour m = 3 sin f At + - K c'esl-S-dire k pair, ni = a. 
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etudier les variations de la fonction 

(1) _y = /(.,.)^^_2tan6j:+^. 

Intervalle de variation. — Si Ton change a; en x + sA-tt, y se change 
en / + 2 kr,. II suffit done de construire la courbe dans un intervalle de 
longueur stt, quitte a lui faire subir ensuile toules les iranslations 
(a^TT, aA-TT). 

Si I'on change a: en it — ic, y se change en 7: — y. Cela indique 
une symetrie par rapport au point I ( -> - )■ 

Finalement, nous prenons pour intervalle de variation { ■+-)■ 

Ayant construit la courbe correspondante, nous prendrons sa syme- 
trique par rapport au point I; puis nous lui ferons subir les transla- 
tions Ti{2A7r, sAtt), qui sonl paralleles a la premiere bissectrice. 

Continuile. — La fonclion est delinie el continue dans tout I'inter- 
valle ( -, H — \, sauf peut-elre aux estremites. 

Derivee. — On a 



cos'x cos'.f COs'j7 

II nous taut le signe du Irinome en siux 

(3J j-.^(sinj;) = sinix~msina--i-i. 

Premier cas : »i < a. — z est toujours positif, done y' negalif; 
y decrolt. Pour 



Pour j:=: s, 7 se presente sous 



on voil qu'il tend vers — oo , On a done la courbe suivanie (fig. 1 1 ). 
Si Ton prend sa svmetrique par rapport au point 1, on obltent la courbe 
en poinlille. II suffit ensuite d'imagiuer les Iranslalions T^- pour se 
rendre compte que I'equation proposce admet une racine Xi^ et une 

seule dans chaque intervalle lei que I Att '■> Arc -{ — j i quel que soit 

I'enlier k; positif, negatif ou nul. 
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Si k est tres grand positif, x* est tres voisin de Aitt-I- -■ Si k est 

negatif el de tres graude valeur absolue, ar* est tres voisin de kn 

Fig. .>. 




- La seule difference avec le cas precedent 

3^ - , Y ^r a: -h 2 i est egal it — • 

(Appliquer la regie de I'Hospilal.) La courbe passe au point 1 et 
presente la forme suivanle {Jig. is). La symetrie donite ensuite le trait 



Deuxieme cas : m^i. 
jrovient de ce que, pour 




pointille. V.a imaginanl enfin les translations T(, on voit qu'en dehors 
des racines ikT: -h -7 ( Cf. note de la page 179), it y a une racine a^k 
et une seule dans chaque intervalle lei que (2A7: ^> aA'TH J- 



Pour les grandes valeurs de A', mgme obsen 



1 que plus haut. 



Troisieme cas : m >2. - 
seule comprise entre — i et H 



Le Irinome s admet une racine et une 
1; cette racine est d'ailleurs positive. Soil a 
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la valeur correspondante de ^(o<a< -!• Ona le Tableau 



en rempla^ant m par — : ■ Cela nous donne la courbe G suivante 

(_Jig. i3). Par sym^lrie, on obtienl la courbe C en poinlille. 



^0 



t' I 



La translation T^ amene C en C^, qui coupe Oa; en deux points, 
si I'ordonnee ^y* du point Aj, homologue de A, est negative ou nulle ('). 
Or^t— (3 + 3 A: Tt; on doit done avoir 



Ceci aura lieu pour A^-—kt, si Ton appelle ^i le plus petit nombre 

■ -. 9 
entter ^■^■ 

De mSme, la translation T^ amene C en CJ, qui coupe Ox en deux 
points, si I'ordonnee /'^ du point Aj^ est positive ou nulle ( < ). Or 



[) doit done avoir 



P-H2(tlt^0 



(') Si^i = n, les deux points sont confondus; a-t-ikn est raclae double. Ceci 
arrive lorsque -'-- est un nombre entier. Remarque analogue pour^t. 
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Ceci aura lieu pour k^tci, si I'on appelle k^ le plus petit nombre 

enlier t — > nombre d'ailleurs visiblemenl eeal k k, onii k, — i. 

- aw a oil 

Finaletnent, nous pouvons ^noncer les risultals suivatits : 

Les entiers k, et k, itant d^terminis comme il vient d'itre escpliqui, 
fiquation posside deux racines dans ckaque intervalle 

pour toutes les valears de k^ — A,, ainsi que dans chaque intervalle 



{" 



pour toutes les valeurs de k^k^; elle n'en admet pas d'autres. 
La discussion est done a pr^senl complete. 

Calcul de la plus petite racine positive autre que -^j qaand in:=2. 
— La figure la nous montre que cette racine est comprise entre - el n. 
On peut le voir aussi en transformanl I'equation comme il suit. 
Fosons 31 _ x = a u ; il vient 

ou, en exprimant sinau et cosau en fonction de sin u et cos u et 
divisant par sin u ( ce qui enleve les solutions M = A7r, vr— 2kn]r 

ou enfm 

(S) tang« = «-^. 

Rien n'est plus facile que d'etudier cette equation graphiquement. 
Ses racines sont les abscisses des points d'iotersection de la courbe bien 



connue y := tang x et de la di 
Tequation (5) admet une raci 



^ X — ■^- La figure i4 montre que 
ine et une seule dans chaque intervalle 
ite, (i) admet une racine et une seule 
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danB chaque inlervalle 

conform^ment au resultat precedemment obtenu. 

Kig. .4. 




L'avantage de la transformation ci-dessus consiste en ce que I'equa- 
tiun (5) est plus simple de forme que ['equation (i) et sera plus facile 
k I'^soudre. 

D'aprSs la formule 2h^ a;, la plus pelite racine positive en x 

correspond a la racine en u qui est immediatement inferit 
La figure i4 moiitre que cetle derniere est comprise entre ( 
et serable d'ailleurs assez voisine de — j- 

I'osons 9(m)— -- tang H — u -+■ j- Nous avons 



i 



?(") = 



'(-i) = 



Done la rocine est comprise entre — y el ^' Faisons d'autres substi- 

lulions pour resserier I'inlervalle. En nous servant d'une Table de 
oonversion des grades en radians et d'une Table de langentes naturelles, 
nous avons 

o, — r.oT) = — 1 ,376 + o,^\-x ■+- 0,783 > o, 
^,_7on ==-1,963+ 1,100 4-0.785 <o, 
91 — l).>Tl = — i,63a-i-i,o2[ + 0,785 >o, 
oi — OSrl = — 1 ,819 + 1 ,068 + 0,785 > o, 
c^ — fi.)T.1=— 1,889 ^ i,o83-i-o.785<o. 



3dbvG00g[e 



EQUATIONS A COEFFICIENTS NUMEIIIQUES. 

La ratine est done comprise entre — 681' et — 69T. Appliq 
methode de Newton ^ cet intervalle. 



?'(«) = tang'u, o'(u) = 2iang«(i^-tang'«). 

<p'(u) est negatif dans riotervalle considere. II faut done appliquer la 
methode a — 69T=^ — i,o8385. 

Nous avons, en utilisant cette fois une Table de logarithmes a cinq 
deci males, 

'?(—^l')= — '.88870 + 1,083 85 -1-0,78540 = — 0,01945. 

Si u + h designe la racine exacte, nous prenons poor valeur approcbee 
de h 

^___^(-69l). 



= — [ ,08385 4- o, 00545 = - 






Limiie de I'erreur. — Le maKimura de I'j)'(«)| dans rintervalle 

( — 69V, — 68T) est 

a tang69r(i -1- tang' 6oT)< 4(1 -•- 4) =20. 

D'autre part, 

h < 1, 084 — 1,068 = 0,016; 

0,000256.20 _ o,ooaj6 o,ooa56 _ 0,00064 0,00064 _ 

Mais alors h est inferieur a 

/ii-(-o,ono8 < o,no55 -1- 0,0008 = 0,006^: 

done (n" 271; remarque), 

(o,oo63)'.io (-0,0064)'. 10 (o,"o3a>' 
'< taDg'69r < (.,8)- = o,o8. < "."""'^S <o,oooi3. 

Finalement, la racine u est comprise entre —1,07840 et —1,07858. 
On peul done prendre, a moins de -,-^5 pres ( ' ), 

U = — I,078J; 

(') Nous aupposons toutefois que les calculs auiiliaires, qui out i\.i [aits avec 
cinq d^cimales seulement, iie donocnt pas d'erreurs suppli^oientaires suffisantes pour 
modirier cette approximalion. 
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a:= iu = i,5;o8 -I- ■i.,i570 = 3,7278 i"')- 

EXERCICES PROPOStS . 
i. Discuter les Equations 

4jr>-i- 3.c»— 6j: + m = o, -jm-r'— i,r'— 5.r + 3 = 0, 

2. Discuter les Equations 

,v^ + p,v -^- y = o, jr' + /).eM- J = o. 

3. Disculer les equations 

.f>-(- a.r' — ,c'-i-m = o, aj;*— Sj;^— ia.r>-i- Sj'H- m = o, 
3,c' + 4.''= -)- 4 m jf' + I = o. 

V. Etudier les equations 

2j:' + j:'— 5^-4-3 = 0, .c'+ 4.c3— 4 j''— 8.';-t- i = o, 
js — ^1^+ a.c'-i-i = 0, J''-!- j:'4- s.r^ 1 = o, ^« -1- a-3 -H .r» — 1 = o. 

( Pour la seconde, on remarquera que la d6rivee s'annule pour x = 1 . 
Pour les deux dernieres, prendre I'equation aux inverses.) 

3. Discuter les equations 

, , , „ j;' j^3 ,ri J- 

4,cS^27(,J7-n)'=o, JT -*- 37 + ^ "^V-^'^**' 

(E.G., 1908 et 1911.) 

6. Etudier I'equation 

2(a:i — re — 1)'— j'i + jr = o (E. P., ig..8). (Poser j-> — ,c — 1=7.) 

7. Les nombres' <?, 6, c, ..., / eiant supposes tous distincts et les 
nombres A, B, C, . . ., L tous positifs, montrer que I'equation 



(') La quatrieme d^ciiiiale est enco. 
est double de celle relative A u. MaL 
premieres. 
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( Etudier les variations du premier membre, sans oublier les discoDtU 
nuites.) 

8. Etudier le$ equations 

j: - e sinj; = m {0<e< i), log(a''") = x, 

(j:>-f-i)log,r = ^-(-ni, logj: = e'. 

9. Resoudre a j^ pr^s lYquation j;' + ^ + 1 — o. 

10. Calculer a yfj pres la plus petite racine positive de I'equation 

X^+X'—.T—-i=0. 

11. Calculer a -j^j pres les deu\ racines de I'equation x^Zlogx, 
ainsi que leur somme et leur produit. 

i2. Resoudre a , „'„ „ pres I'equation 

j: — o,oifi77sin^ = a,586ii. . 

13. S^parer les racines de I'equation 

et calculer la plus petite racine positive i -^^ pres. 
11. Resoudre approximativement les systftmes 

j:'+r'— 3J; + 4^4-i = o, .c'— 2_y>+ 4 j: + 6^ = o; 
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CHAPITRE XXIII. 

DETERMINANTS. 

EXERCICES RfSOLUS. 
1. Calculer le determinant 



I 2-5 4 

On pourrail le developper direclemenl suivanl les elements d'une ligne 
ou d'une colonne. Mais, il vaut mieux essayer de le simpliHer au prea- 
lable par des combinaisons de lignes ou de colonnes (n" 281) faisanl 
. apparattre des zeros o>i des rangees partiellement proporlionnelles.C'est 
ainsi que, si Ton retranclie la deuxieme ligne de la qualrieme, celle-ci 
devient : 

Ajoutant la deuxieme a la troisieme, celle-ci devienl : 

A part I'element dn milieu, on obtient la premiere ligne. Retranclions 
done celle-ci de noire nouvelle troisieme ligne; nous obtenons : 
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en d^veloppant suivant la troisieme ligne, puis encore suivant la troi- 
sieme. 

II nous reste a calculer un determinant du troisieme ordre. On peut 
le developper par la regie de Sanus, ou bien suivant la premiere ligne 
ou la deuxieme colonne. Adoptons, par e^^emple, ce dernier raoyen; nous 



D = 4 



a[-i(2x4-3) + 5(2 



<3)1 = 



2(- 



25) = 






2. OfiTEiiiiiNANT DE Vanderhonde. — Lcs n + I nombres a, b, i 
UanC supposes dijferenls, calculer le determinant 



Ce determinant, qu'on appelle deter 
ividemment un polynome homogene pa 
-b, il est identiqui 



iiiant de Vandermonde, 
apport aux n + i lettres a. 



premieres lignes identiques. II est done divisible par {i — a) (n" 203), 
Pour la raSme raison, il est divisible par c — a, d — a, . . , , el par 
suite par le produit de tous ces facteurs (n° 205). On a done une iden- 
tite de la forme 



-a)(d~ 
-b)(d~ 



a)...{l- 
b}...{l- 



{i-A)Q-PQ. 
le quotient Q etanl un certain polynome en a, b, ...,/. 

Or, le degre de D est i + a -i- . . . + n. [On le voit par exemple en 
multipliant a, b, . . .,1 par un meme nombre X; les 'i'^,'i', ... (« + [)'*"" 
colonnes sont multipli^es respectivement par X, X', . . . , X" ; done D est 
multiplie par X'+'^- ■■+".] D'aulre part, le produit P qui est au second 
membre de (i) cooiprend (i + a + ...-(- n) facteurs. II s'ensuit que Q 
est une constante, Nous en aurons la valeur en egalant de part etd'autre 
les coefficients d'un terms particulier, par exemple da terme bc^ .../", 
que donne la diagonale principale. II est aise de voir que ce terme ne 
figure qu'une seule fois dans le developpement du determinant. D'autre 
part, pour I'obtenir dans P, il faut prendre / dans tous les facteurs de la 
„i*nio colonne de (i), puis h dans tous ceux de la (rt — i)''"" colonne, etc. 
Autrement dit, on obtient le terme bc^...l", dans F, en multipliant 
les premiers termes de cliaque facteur, ce qui lui donne pour coefficient 
I'unite. II resulte de la que Q = i. Done, D est egal au produit P. 
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, Effectuer le produit des deux determinants 



b ~d o / 
~. -e -/ o 
Mulliplions lignea par lignes 



DD' = 



-nrf 



o -cd^be-af ' 

-eb + cd + af o 

En developpant siiivanl la premiere colonne, puis siiivanl )a seconde, 



Si I'on remarque maintenanl que D' se reduit a son terme principal a', 
nous en concluons, en supposant toutefois a-^o ('), 
\i = {cd--raf—eb)^. 
k. Faire le produit des matrices 



.rj-t-^; + sj 


.'l ^1 31 


■^l^rl + =l 


■'•l r» ^1 


.-7,+^?,+ ^J 


■'■« J« -=« 



D'apres la regie du n" 285, relement general est 

c', = J-?_, -+-^f_| + =J_, — a.iv_,,t;_, — lyi-iy'j., 

- 23,-,«}_, + .41, +r7_, + Z'jl 

du moins tanl que ( el J sont lous deux siiperieurs a I'unite. 
En outre, c{ =^ cj :^ i, si / > i; c[ = o. 

(') Si a etail nut, le developpement par la regie de Laplace donneraii 
D = {be — cdy. 
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Des lors, appelons d'une maniere gdnerale «// le carre de la distance 
du point M,' qui aurait pour coordonnees rectangulaires x/, yi, s, au 
point M^, qui aurait pour coordonnees x'j, j-'j, z'j, par rapport aus 
ragmes ai^es (t. II). Le produit de nos deux matrices est 6gal au deter- 
minant 



Differenls cas peuvent alors se presenter suivant la valeur de n. 

Si n >- 4i '^ produit est nul. En particulier, si Ton confond les 
points M; avec les points Mj el si I'on piend «i= 5, on obtient la rela- 
tion qui existe entre les distances de 5 points de I'espace associes deui 
k deuK de toutes les manieres possibles. (Observer que, dans ceiLe hypo- 
ihdse, on a Uu^^o et ctij-^xji.) En prenantle cinquieme point au centre 
de la sphere qui passe par les quatre premiers, on a une equation du 
premier degre pour calculer le carre du rayon de celte sphere. 

Pour n = 4, le determinant (i) est egal au produit des determinants 
deduils des deux matrices, qui sonl alors des tableaux carres. Mais, en 
les developpaht suivant la premiere ligne, on constate, d'apres une 
formule de Geometrie nnalyLique (I. II), qu'ils sont egaux respective- 
ment a 6V et a J48V' (au signe pres), en appelant V et V les volumes 
des deux tetraedres MjMtMjMt et M; Mj MjM^. Le determinant (1) est 
done egal a 288VV'. Si Ton confond les deux lelraedres, on a une 
formule donnant le volume d'un tetraedre en fonclion des aretes. 

Pour M < 4i le determinant (i) e=t egal a une somme de pioduils de 
determinants. Prenons, par exemple, /i — 3. Les seuls produits non nuls 
sont de la forme 



Le determinant {i) est alon 
en appelant S^, par exemple, I 
triangle M,M,Mj sur yOz. Mais, 



al a — iG(Sa.S:t + SyS;.-i-S:S:) 
', algebrique de la projection di 
, |3, y sont les angles du plan de C 
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triangle avec /Os, sO^c, j^O/ el si S est s 
Sj= Scoso, Sy= Scosp, 



De n 



s;-=S'cosp', s;=S'cos-r'. 



S_rS'x-i- SyS;-i- S,S;= SS'(c< 



)spcosp'-i-cosfCon') = SS'c 



en appelant V Tangle des deu\ plans MiMiM^, M','M',M'j. Finalement, 
on a la /ormule elegante 



ri6SS'cosV ('). 
nuls sont de la forme 



"11 


III 


«a 


»u 


Ijl 


at> 


^31 


»ai 


laa 



Pour rt 33 2, les seuls produiu n 



Leur somme est egale a 2M,Mj.M,M', .cosV, en appelant V Tangle 
des deux vecteurs (MiM,) et (M;M',). En developpant (i), on obtient 
alors la formule elegante 

Hi'M'j'-i-MiM',' — M,W'|" — MiM'j' = 2M,Mi.M'|M',cosV. 

En particulier, si V = ~, on a le th^oreme suivant : 

Dans tout letraedre orthocentrique. la somme des carres de deux 
aretes opposees est la me me pour les trois couples d'ar4tes, 

[A part les cas /i = 3 et n ^ a, nous avons emprunte ces applications 
au cours professe a la Sorbonne par M. Darboux, pendant I'annee 

scolaire 1904-1905.] -■ 



s^ment interpreler les signcs des deui membres, en consid^i 
i M,M,M^, .M;M',M; sur les deui triangles ( C/, t. II). SL 
ingles, on » lu suiface en fonction des cbtii. 
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EXERCICES PROPOS£S. 
1, Calculer les determinants suivants : 



-17-6 3 



2. Calculer les d^terminanls fuivj 



a7i-H7* /'-t-s' -s'-t-a^' 

I X^-i-y' y'-t-Z' Z'-h3^^ I 



1 I a 3 4 

U 3 .1 . 

3 4 1.'- 



[Pour le dernier, ajouler les lignes, puis retrancher chaque colonne 
de la suivanle, etc.] 

3. Soient n quantites distinctes a;,, x,. . . . , x„. On designe par a{ la 
somme des produits ('a / de celles de ces quantites aul res queasy. Demon- 
irer que le determinant du n'*'-' ordre 



noultiplie par(— i) 
Haao, — Exer. 



determinant de Vandermonde deduit de .Xi, .r,, ..., :r„, 

DigizedtyOoOgle 



[On peut s 
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rdes identites (n° 225) 



oil Si designe la sonime des produils i a i des n quantites propbsees. 
En portant dans D, on obtient le determinant 

D'=||l S,-^y s.-a7y=r{ ... i,_,-:r;Ti_, ||. 

En muUipliant la premiere colonnesuccessiveinent par— «,, — ^i, . . 
— j„_i el ajoulant aux 2', 3°, . . ., /ji*"" colonnes, on obtient 



D = D'=(-i)«-i|]i a-j =cj,{ 



^/<-, II- 



On op^re sur ce determinant comrae sur D' et, en continuant de 1 
sorte, on arrive a eliminer de proche en proche tous les 7.] 

i. Soit le determinant d'ordre n -\- 1 



Calculer sa derivee par rapport a w. En deduire son developpement. 

[D;, = nD„_,. De plus D„ = o. pour ^ = 0. Enfin M^ — X. En inte- 
grant de proche en proche, on obtienl D,. On peut aussi, en retran- 
chant la premiere ligne de la deuxieme, etablir la formule de recur- 
D._,.] 



rence U 
3. Fai 



i du dete 



£h deduire le theoreme d'Arithmelique suivant : Le produil d'un 
somme de deux carres par une sonime de deux carres est une somm 

de deux carres. 

6. Multiplier lignes par lignes les determinants 



et en dSduire une autre demonstration du theoreme precedent (Darbou; 
loc. cit.). 
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e curre du delertninant 



d c —b -a 

En le multipliant par un determinant analogue, en dMuire une exten- 
sion du tlieoreme des a°' 5 et 6 (Darboux, toe. cit.). 

8. Galculer les enllers x,, ^r,, ;.., arn, de maniere que le produit 
lignes par lignes des deux, delerminants 



-i 

lus de la diagonaie principale. 

9. Determinants foncttonnels. — ' Ktanl donnees liois fonctions, par 
exeniple, «, v, tv do x, y, z, on appelle determinant fonctionnel, ou 
jacobien, de ces trois fonctions le determinant 



'ait que des Elements n 





dx dy dz 






d» Jc dv 
<tx dy ds 

1^ ly 'dl. 




Montrer que si Ton fait un changemeni de variables quelconque 


(n<* 139), on a identiquement 


D(u,.^..p) li{u,i>.w) l}{x,y.s) 


Xii.x-^y.z) \}(x,y,z) D(3-',y,i) 


10. Pour resoudre le systeme 


ax-\-by^cz = d, a-x + b 


y^c'z = d; 


a"-+-j' + 3'=rf', 



on peat prendre pour inconnue aiixiliaire le determinant fonctionnel 
des premiers membres. Calculer le carre de ce determinant (Darboux, 

Idc. cit.). 

11. Soient une courbe plane orientee et une origine des arcs M« sur 
cette .courbe. On consid^re trois -points Mi, M^, M, d'abscisses cur.vi- 
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lignes in^niment petiles s„ t,, s,. Calculer, au qaalri^me ordre pres, 
I'aire algebrique du triangle M,M,Mj. 

[Si x, y sonl les coordonnees du poinl d'abscisse curviligne s et si 
jt', y', x', y' soDl leurs derivees premieres el secondes, I'aire demandee 
est, a un facleur numerique pres, le produtt des deux d^lerniinants 



lequel produit est egal a 

— - m^m^mTm^ m7m"i, 

p 

p designanl le rayon de courbure en M,.] 

12. Etendre l'e\ercice precedent a un letra^dre infiniment petit inscrit 
dans une courbe gauche. 

[On prouvera que le volume du letraedre est, a un facleur numerique 
et au septieme ordre pres, 

pi- 
pet T designanl les rayons de courbure et de torsion en Mq (Darboux, 
loc. cU.)J\ 

13, Voir ce que devienl I'esercice r^solu n" 4 quand on se borne a la 
geometrie plane (2,=z:o). 

i^. Etant doniiees quatre deml-droiies issues du meme point : OX, 
OX,, 01', O?.',, de Gosinus directeurs a, b, c; aj, b,, c,; etc., faire le 
produit des matrices 

En deduire la relation 



Oil Ton appelle a, «', (3, ;3', -/, -/ les angles XOi,,' VOX;, XOX', l,OJ;, 
XOX^ A^oi^el V Tangle des deux plans XOX, et X'OX;. 

15. Kiant doiinees les quatre demi-droites 0X„ 0X„ 0X„ OX^ de 
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GOsJDus direcleurs a„ b„ c,, etc., multiplier par elle-m^me la matrice 



En deduire la relation i{ui existe entre lea angles que font ces quatre 
demi-droites deux a deu\. 

16. Developper par la regie de Laplace le determinant 
abed 
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EQUATIONS Et PORME9 LINEAIBES. 



EXERCiqES RfSOLDS. 
1 . Resoudre el discuter fe systeme 



CO 

(2) 

(3) 
(4) 



y + ^ + mt =a. 



Premiere metkode. — On peul employer la methode generale decrite 
lu n''290, Le determinani des coefficients des inconnues est 



Pour le calculer aisement, ajoutons loutes les lignes a la premie 
celle-ci devient 



Faisant sortir le facteur m + '2, nous retranchons ensuite la derniere 
colonne des trois premieres; il vient, en developpanl suivant la premiere 
ligne, 



a)p^o. — li y a une solution unique donnee par les 
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formules de Cramer. Par exemple, 



a(m^-i-i) — b(m>- 



,)+c(i-im)~d(x^n 



Les valeurs de y,Sj,t s'en deduiraient par permutations circulaires 
sur a, b, c, d, car le sjst^me propose ne change pas quand on permute 
circtilairement k Ja iois x, y, s, I, et a, b, c, d. ' 

. II : m^^o. — Si I'otl enleve a D sa quatrieme ligoe el sa quatri'eme 
colonne, on oblient un determinant qui est egal a i. On peut le prendre 
pour determinant principaf.' Le determinant caracteristique corres- 
pondant est 



a + b-c + d = {b^d)-{a + c).. 



Si a -1- c 5^ 6 -t- rf, il n'y a pas de solution. 

Si a 4- c 3r 6 + rf, il y a iine infinite de solutions, obtenues en donnant 
a t une valeur arbitraire et resolvant ensuite les equations (i)> (2): (3) 
,par rapport'a .r, y, s, ce qUi donne immediatement 

(7) X = C-t, y^a—b-i-t, s^b~t. '■ 



III -. m =— 2, — Oq peat prendre 
Theure pour determinant principal, 
determinant caracteristique est 



meme determinant que lout k 
il est egal cette fois a 5. Le 



Si a-i- b -^ c -i~ d ^ o, pas de solution. 
Si a-hb-hc + d^o, injinite de solutions obtenui 
baut, ei) resolvant par rapport a. 3^, y, z le sysleme 



mme plus 
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CHAPITRS XXIV. 



On pourrait emploj'er les formules de Cramer. Mais il est plus rapide, 
par exemple, de multiplier la premiere equation par 3, la seconde 
par — 3, la troisi^me par i et d'ajouter-, od obtient de la sorle 



e methode. — AJoutons les quatre equations donnees 

(,o) (a^+y^i^t)(m^-,) = a+b + c^d. 

Ceci nous conduit imm^rljatement a distinguer deuxcas : 

Premier cas ; m =— - 2. — Pour que le systeme soit compatible, il 
faut tju'on ait 

Si cette condition est remplie, chaque equation est une consequence 
des trois aulres. On peul, par exemple, se borner a considerer les Irois 
premieres. On retombe alors sur le systeme (8) el, par suite, sur les 
formules (9). 

Deu-xieme cas : m ^ — 1. — De (10) on lire 

Si Ton tienl compte de cette equation, les proposies s'icrivenl, en 
posant m — ^■={1-, pour abreger I'dcriture, 

[ I = [15 4-5 — (/. 

Des trois premieres on tire successiveraent .r, y, z en fonclion de /. 
En porlant dans la quatrieme, il vienl, en posant encore, pour abreger 
I'ecrilure, S — « = a, S — fi = lS, S — c = y, S — </ = a, 

(i3) ( = |x'(-(-fi'a-)-i^'(l-i-|j;Y+S. 

Le coefficient de i elant i — /ji'.il faut denouveau distinguer plusieurs 
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EQCATios ET Foans i 

I:f/:==:i.»n.=£aouo. — OnB 

, f.'l-.-.«>3--;j 



II Y a une seule solution, donn«e par U formule (14) el celles qu'on 
obtieDt par permutations circulaires. Nous laissoDS au leclCMr l« soin d« 
Terifier ndentil^ de ces formules avec cellcs qui sonl donne«s par (6), 

II : [iZ3i, wj = 9. — LVqiiation (i3) esl verifiee idenliquement, si 
Ton tient compte de la vnleiir (ii) de S. Uais, c'e^t ici le lieu d'obsertti- 
que. si les equations (la) sonl des consequences dtt sysleme propose, la 
reciproque peut ne pas itre vraie. Les equations (la) onl e(e obtenues 
en retranchant (11) de (1). (a), (3). (^). loversemenl, on oblient(l), 
(2), (3), (4) en retranchant (11) de (la). Done, le svst^me propose «st 
uae consequence des equations (la) si I'od peut deduire de cetles-ci 
['equation (i 1). Or, en les ajoutant, on a 

(i5) (3-+^-f-«-^(KT— [J-)=iS-(«+A-i-c-i-rf)=SI4-(nH-'j)] = S(i-|i), 

c'esi-a-dire ['equation (11), sauf si [i^i. C'est precisement Thypotliese 
actuelle. 

Pour avoir un sjisteme equivalent au propos£, il nous faut prendre, 
par example, tes trois premieres equations (la) et leur adjoindre (11). 
Ed portant dans (1 1) les valeurs de a\ /, = calculees en fonction de /, 

4f + 6S — 3a — 2i — c = S, 
d'ou 

Les valeurs de x, j, s sen deduisent par permutations circulaires. On 
a une seule solution. 

III : fjt=— I, m — o. — L't-quation (i3) se r^duit & a + y==|3 + 5, 



Four que le systeme soil compatible, il faut done que la condi- 
tion (17) soil remplie. Si elie I'est, les formules (is), ou mieux les 
equations (i), (2), (3), (4) donnent la solution gen^rale 

<i8) x = —t-^r,. 7 = / — c-4-rf, s -^-/-(-i, 

oil I est arbilraire. 
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CHAPITRE XXIV, 



ESERCICES PROPOS£S.. 



1. Resoudre les syst^mes suivants, et discuter s'il y a lieu : 

(I) aar + 7--=i, :<r - ijr + iz = o, 3^ -f- ir - -(s = 6;' 
(II)' - x-^iy — 5s = o, ■ 3a? + 3 = — 2, Ca- — /=5; 
(III) ■ I. . y 

(iv) .y + ^^-^ ^ '+^^-.r ^ ^+.y~> ^ A:. + b/^c=+d = o; 

(VI) 



m( + /iK = d 



(F'dur 111, retrancher la premiere de la seconde; puis retrancher la 
troisiente. , 

Pour IV, prendre pour inconnue auxiliaire p la valeur commiioe des 
rapports; calculer x, y, z en fonclion de p, et porter dans la derniere 
equation. ■ . 

Pour V, prendre encore pour inconnue auxiliaire la valeur coinimune 
des rapports; on obtient un systeme de irois equations lineaires .^t 
homogfnes qu'il faut discuter. 

Pour VI, on peut multiplier par m', — m'n, m^n^, — mn^^ n' *t 

2. Etudier I'independance des lorraes 

X — y -1-3 — (, 37 -t- y -i- : -i- I, ax + />y -r- C^ -h Jl \ 
ti,37[ -h iCj-H a:j-+-. . .-1- 3r„, 3:1 + a^Xi-h Xj-i-. . .-t- X„, . .., 

(Pour les dernieres, chercher la combinaison lin^aire nulle. Prendre 
pour inconnue auxiliaire }., + 7.t + . . .-h'k„=^7..) ) 

3. Etant donnee une substitution lineaire, calculer les vaieurs de x„ 
^,, . , . , x„ pour que les valeurs correspondantes des /( leur soient prp- 
portionnelles. , 

(~ = — ^...^^^zrS; doft « equations lineaires et homoeenas 
en ,r/. En annulant le determinant, on obtient nne equation en S Aa 
^iimo degre. Done, en general, il y a n solutions distibctes. Montrer, en 
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EQUATIONS ET FORHES LINEAIRES. 2o3 

particulier, qu'il en est certainement ains) si I'equation en S n'a que des 
racines simples. 

Dans le cas ob la substitution est orthogonale, prouver que I'equation 
en S est reciproque. Admet-elle les racines ± i ? j 

h, Prouver que les formules 



pi + X7 — (ij; = pa'— Xj'h- [lat' 

d^finissenl une substitution orthogonale, quels que soient ^, ^, v. p. 

(Si on les resout par rapport h x,y,'z, on obtient les formules dites 
d'Olinde Rodrigues. 

Pour deniontrer qu'on a bien une substitution orthogonale, Clever au 
carre les equations donnees et ajouter. En se servant de I'identite de 
Lagrange etde I'equation \x + y-y + vs ^= ax' -1- p/' + vs', consequence 
des proposees, on obtient a;* 4-/', -t- 5'=:^"-(- j"+ s''.) ■ 
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CHAPITRE XXY. 

FOBUES QUADRATIQUES. 



EXEfWICES R&BQLPS. 
1. Decomposer en carres la forme quadratique 

10 = 3:»+ o^'-(-*'-t- »i(>— \ys — as.E-i- 6xy -\- ■>.t.t — ■imly -V- t=. 
Pienons a: pour variable direclrice (d"301) : 

ta = {.r + 'iy — 3i-i-ty~-{ly~ii^t)^-\-Qy*'i-z'' + mf' — iys — -imty-irts, 

Pr«nons ensuile / et s pour variitbles directrices simultanees : 

Finalemeni, 

Autrement : Frenons - pour variable directrice 

^= (^z-.r--iy-h -j — (^.f-ha^ — -j 

+ .!:'-¥■ 9^'+ ml'-^-G.i:y ^-2l.i: — amly, 
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FOniieS QUADHATIQVES. 

Prenons ens«itff_f pour variable direclrice 
Prenons x pour variable direcirice 



-(fH'r-(T-"')'"-f 



(I— /ni'— 7» 






On verilie, conformement a la loi d'inertle ( n" 306), que dans les deuit 
modes de decomposition, on a Irois carres posilifs et un carr£ n^alif 
si nj >■ — a, el deux carres posilifs el deu\ carres negatifs si m<^ — a. 
Si m z= — 2, on a seulemenl trois carres, donl un seul est n^galif. 

On peut encore verifier que le discriminant s'annule pour /n = — a 
et dans ce cas seulemenl. EITecliveTnenl. on a 



En developpant, par exemple, suivant la premiere 



-(-3^0- 



-4 + 3^^ 



quanlile qui ne s'annule que pour m ^ — 2. 

Le determinant forme par les trois premieres lign 
d'ailleurs egal a a ^o; de sorle que, lorsque m-— — ■ 
di^composable en trois carres, ce que nous avons verili' 



es et colonnes est 
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2. Calculer la forme polaire de la forme quadr^tique .pvecidente 
relatifement a"^ groupes de variables 

. {^,^.5,(), (0,0,0, I). 

Pour le premier groupe, hods appliqaoos la regie pratique donnee au 
n° 308, et nous ecrivons intra edialemenl 

u,(.v\.t') = .r,e'-!-9j'y+ =='+ nitt' — %{ ys' ^ if ) -{sx'-^.rz') 

-^i{xy + yx-) + (t3:' ^xt') — ntity + yt')-V' ^-^{tz'-^ zf). 

Pour le deuxieme groupe, nous ulilisoos la formule 
qui se r^duit ici a 

■ „(,K, = i§-„,^.-,,.^^i. V ■'.:■ 

■3. Calculer la forme polaire de ■ ' ' ■ • 

relativement atix groupes (x, y, s, i), (i, 1, i, i). 

Regardant &> comme une forme quadralique des formes Hneaiies 

.1--H J — s — (, ix-^-y, n — t, t, nous avons (n" 308) 

<o(.r|,r') = (.r+^-^-O(i + '-'-0 

4. Invariants d'cmb forms quadratique. — Les coefficients de I'equa- 
tion en S d'une forme quadratique sont des invariants pour toutc 
substitution orikogonale. 

Etanl donnee la forme quadratique a, conslderons une fonction quel- 
conque de ses coefficients, soil I =;/(«*). Imaglnons qu'on fasse main- 
tenant suru une substitution lineaire (S), transformant (^{x) en une 
autre forme quadratique fl(/), donl nous d^signons les coefficients 
par b^. Ces coeffieients sont certaines fonctions lineaires des a*. 
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FOHKBa QUADBATIQUES. lay 

Cela pose, on dil que la fonction 1 est un invariant pour la substi- 
tution (S), siVon a identiqtiement/(i,f)=f{af) ('), 

Par exemple, le discriminant est un invariant pour toutes les substi- 
tutions de module ± i; comme cela resulte du theorgme demontre au 
n-309. 

Je dis maintenant que les n coefficients du polynome en S que nous 
avons appele 3(S) sont des invariants pour toute substitution ortho- 
gonale. 

Appelons e(S) le polynome analogue relatif a la forme d(^), II faut 
raontrer que 5(S) = £(S}. Pour cela, nous observons que 3(S) est le 
discriminant de la forme quadrattque 

(1) (o'(.r) = o,(.r)-S(a.i-f-.r| + ... + ^S). 

~De m£me, e(5) est le discriminant de 

On a d'ailleurs, quels que soient S et les xi, 

(3) 0'(^) = u.'(^), . ■ ■ 

par hjpothese, el 

parce que la substitution est ortbogonale. Done, on a aussi(n'' 309) 

.(S) = 5(S), 
parce que le carre du module de la substitution est egal a i (n"299) (*). 

5. Invariants smuLTANes de deux formes quavratiques. — Soient deu\ 
formes quadratiques u(^) et 9(x). Le discriminant d(S) de la forme 
Q)(.a:) — S9(j.) est un polynome de degrd n en S. 

Faisons une substitution lineaire quelconque et soient Q(y), B(y) et 
par suite li{T) — S6(j') les formes transformees de (o{a:), 0{x) el 
u(^) — Se(i). Le discriminant A(S)de «(/) — Se{j) est encore un 
polynome de degre n en S. On sait d'ailleurs que, si p est le module de 



(') Ceci doit avoir lieu quels que soienl les a* 

(') On peut aussi, en s'appuyant sur le Ih^or^me du n° 309, d^montrer que 
deux poly Domes S(S) el e(S) out les m^mes racinea, parce que pour chacune de i 
racines a'^x) et h'[y) se d^composent en moins de n cacris (n- 305). 
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las 


ubsti 111 lion, c 


n a 


'ide 


ntite 


<t) 








a(S)^;*'a{S). 



On voitdonc que les coefficients de A(S) sont proportioonels a ceux 
de 5(S), Autrement dil, lex rapports des coe/Jicients de d{S) a I'an 
d'entre eux sont des invariants pour toute substitution lineairS' C'est 
ce qu'on appelle des invariants simullanes des deux Tonnes qiia- 
dratiques. 

L'equation 

(■^) S(S) = o 

est liee Jntimement au probleme sujvant : 

Trouver une substitution iineaire qui fasse disparattre simullane- 
ment les termes rectangles dans les deux formes co et 8. 

Soit 

(3) -r(=a/^, + a'^i-t-... + a"^,, (( = i , a, , . . , n) 
une telle substitution. On a, par liypothese, 

(4) <^(.c)^Q(y) = X,y^, + k,y\ + ... + k,.r}., 

(5) e(,r)^e(^)= Bo-J-F B,73-h...-h B„j,',. 
DifTerentioDS par rapport k yi, 

I / . d(o .dm j dm \ i f dm dm\ 

1 R = ' / ' ■** ' '"' i -^\ — ' / -^ P& \ 

Eliminons J',; nous avons, en posant 5^=:: -^ y 

' ' '\da\ di'J \da', di!,/ \di', da',J 

Ceci doit avoir lieu quels que soient les x\ done 

i^_S— = i^ — S— =„ ri<o g ^0 

Nous obienons, pour determiner «',, «tj, . . ., aj,, n equations lineaires 
et homogenes. Comme nous devons avoir une solution aulreque la solu- 
tion zero, le determinant de ces equations doit Sire nul. Autrement dil, 
S,- doit etre une ractne de I 'equation { a ). 
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FORMES QUADRATIQIIES. ^"^ 

Bornons-nous au cas oil celte Equation n'a pas de racine muluple. A 
chaque racine correspond un sysleme lel que (9), qui admet une solution 
delerminde, k un facteur pres {•). Ce facleur eiant choisi quelconque, 
on obtiendra de la sorte tous les coefficients de la substitution (3). 

Reste k montrer raainlenanl que, les coefficienls eiant ainsi calcules, 
on n'aura effectivement aucun teime rectangle dans Si(/), ni 
danse(j). 

Pour montrer, par exemple, que le rectangle/;/; n'est pas dans Si(/), 
il suflit de prouver que la forme polalre «(/!/') est nulle pour le 
couple de valeurs 

(//= 1.//= o, j ^ i), (/; = i, /. = o, My); 

ou encore que la forme polaire <^(x\ x') est nulle pour les valeurs cor- 
respondantes 



II suffit do 


>nc de verifier les egalites 


(10) 


«>«|ai) = o, O(»i|ai) = o. 


Or, si Ton 

et qu'on ajoi 


multiplie les equalionsCg) lespectivement pai 
jte, 0!) obtient 


(") 


'-(4l<)-Si')(«U^i)^<'- 


be meme 




(12) 


"'{^-.hi)-S/e«iai) = o. 



Comme Sy;^S,, 00 en conclut necessairemenl (10). 

6. Calcider la forme adjointe de la forme quadratique 

^(x, /, 3) = .,;5-/'-|- 33>- l/I - 23.C + 6.r^. 

A.ppelon5 «, p, «■ les variables adj'ointes. Nous avons 
(r) 3r-+-3/-3 = «, ix-y-z = v, -x~~y^^z=w. 
Resolvant, il vient 



(a) 



elTet, d'ordre n — 1, car si louB les mineurs 
cine mulLiple de 5(S). ( C/. n» 310.) 
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Portons dans 

(3> >,> = («,i: + P^ + H>s); 



Q(«, v, w)= _(2ui— vi+Su-'+n-w-HiH- 



Comme verification, on constate que les formules (2) sunt identiques 
auK suivantes : 



On constate egalemenl, conformemenl a ca qui a ete va au n° 312, 
que les coefficients de Si snnt egaux aux mineurs du discriminant d de u 
divises par S. En efi'et, 



Le coefficient de «", par exemple, doit 6tre egal i 



C'esI bien ce que nous avons trouve. Nous laissons au lecteur la verifi- 
cation des autres coefficients, ainsi que celle des dilTerenles forniuies 
etablies au n° 312. 



EZERCICES PROFOSfS. 
1. Decomposer en carres les formes quadratiquea suivanles : 

3,e' — j*-+-a 



i('+6.cf- — i-ra 


- 9,yz + 4 mtx -+- Gmiy + 2ti 


ij^'+ij,^ — 2.c; 


i-iyz-h-H-c + iity-its. 



2. Calculer les formes polaires des formes quadratiques pr^c^dentes 
par rapport aux groupes de variables 

(l,c, 1,0), (-,,-,,2,1), (0,0, I), (,r,^, I). 
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FOKHES QUADHATIQVES. ait 

3. Calculerles formes polairea de 

(.r + 3nt-y) + (j' + :iz-l)(z-i.v + t) 
pour 

(.r,^, 5, 0.(0.2, 1,3); 
{.v-y--iz)'-r-i3x-f-yy pour (^,^, j), (i, a, 3). 

4. Etant donn^e la forme quadratique Aa;*+ 3Ba:^-+- C^'j verifier 
que A + C el AC — B* sont des invariaRts pour la substilulion ortho- 

X = a^'cosip -y sin?, y = ^x'sinf+y'co&f. 

5. EtanL donate la forme quadratique 

io(j^, y, 3)^ Aj:*-h A'y-i- A'a'-t- aB^j's -+■ aB'ac-t-aB"^, 

a quelle condilion doivent satisfaire ses coeflicients pour qu'on puisse, 
par une substitution orthogonale, la mettre sous la forme 

[L'equalion en S de la seconde forme est (X — S)(S= — (/') — o. On 
est done ramene a exprimer que I'equation en S de u a deux racines 
de somme nulle ( Exercice resolu n" 4), ce qui est un probleme facile 
(n" 220). La condition ^lanl supposee rempiie.on saura resoud re l'equa- 
lion en S; done, raraener oj et a' a la forme w'^Si^'^-t- S,/''' + Sis''*- 
Inversement, on saura passer de w* a w'; done fiiialement, de u ii w'.] 

6. Etant donnee une forme quadratique a quatre variables, Irouver 
les conditions pour qu'on puisse, par une substitution orthogonale, la 
mettre sous la forme ).a:'y' + [iz'l'. 

(L'equalion en S doit elre bicarree.) 

7. Trouver la substitution orthogonale qui fail disparaltre les lermes 
rectangles de la forme quadratique 

.v'-hy^-\-s^ -4- 2(ys -+- .ly) — aa.t. 

8. Etant donnees deux, formes quadratiques a trois variables 

o>(^,j,=) et f)(^,y,z), 

trouver la condition pour qu'ou puisse, par une substitution lineaire 
convenable, les mettre respectivement sous la forme 



( L'equalion en S relative a ces deux formes doit avoir irois racines de 
somme nulle.) 
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212 CHAPITHE XXV, 

d. Faire disparallre simultanement les termes rectangles 

10. Calculer les formes adjoinles des formes quadratiques 

Aa'>+B^i+G3>+ DC, kyz-^-hsj^^Cxy, 
j;>— 2_f''+3i'+ ('— 2ys-i-iz.i—^xy-\-iitX'i-%ty-\- 

11. Pour resoudre le systeme 



(0 



(a) "-(.r^^r,, ...,.r„) = A,„ 

oil u designe une forme quadratique, on peut prendre pour inconuue 
auxiliaire X le determinant fonctionnel ( Exercice propose n° 9, 
Chap. XXIIl) des premiers membres. On peut alors calculer les x/ en 
fonciion de X par la resolution d'un systeme lineaire. En portant 
dans(a), on a une equation du second degre en X. Prouver que cette 
equation ne renferme pas de terme en X {cf. exercice propose n" 10, 
Chap. XXIIl), 

[Si Ton designe par a,, stj, ...,«„, les detei-minants d'ordre « — i 
deduils du Tableau des coefficients de (i), on a I'equation supplemen- 
laire 

din dia dta , 

(3) 3., _ + 3,, _+...+ :,:„__ = X. 

En resolvani (i), (3). on obtient des formules de la forme 

(4) a^i= AXi|-4- a',, a^j = iXai+ I;, . . ., ar„ = X-X«„+ i'„, 

k, ix',, et'^^ . . . , fc', designant certaines constantes. 
II fauL alors monirerque 



Or, cela resulte de (4) et (3) pour X = o.] 
12. Resoudre les systemes 



ibxy-hcy-i^i. 
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NOTE I. 

SUR LES RELATIONS DE RECURRENCE. 



EXERCICES RfSOLUS. 
1. Calculer «„, sachant qti'on a u,^::o et 

Premiere metkode. — Nous ecrivons 



Multiplions par les facteurs indiques a droite et ajoutons 

en appelant Sj la somme des cubes des n premiers nombres entiers; 
d'oii 



Deuxieme m^thode. — Si nous employons le criierium el les nota- 
tions du n° 31S, nous avons 

-T;r~ = ^"^ " ^ " 

Dei lors, faisons ie changement de variable u,,^ c„ -H A, Si nous annu- 
lons Ie terme constant dans la relation transformee, nous avons 
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d'oti A=— 7- Pui 






'■1=7 



Multipliane 

d'flb 

(3) u.= i>. 



(.=.,. 0- 






4 4n'(n-t-')' 4„i(„ + i,t 

Hemartjue. — Si I'on compare (2) et (3), on trouve 



formule qu'on pourrait 6tablir t 
cice resolu n" 3 du GbapUre II. 



ml la marche jndiquee a I'e 



£XERCICES PROPOSeS. 

1. Calculer u„ sachanl qu'on a 

(I) ».-»■«,_,, «, 

(II) (/H-4)«n=rtUn-l, «< 

(III) (>. + l)(/l-0».= n'».-. ". 

2. Calculer u„ sachant qu'on a 

(I) „.= „„._, + ,, „.= ,; 

(II) (» + a)o._ »»,-,»>, «.-,; 

(III) (» + i)'«,+ (n_i)-».^,_»(,.+ 3), i., = -i3; 

(IV) ».= au._, + 6. 

3. Calculer Un sachant qu'on a 



(I) 
(II) 



(«, 



-.)"' 
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sin LBS RELATIONS DB RECnKRENCE. ai5 

^. Etantdonn^e la relation de recurrence 

(■) P„ = -:c>P;., + 2«(:^-l)P„_„ 

oil l"„-i designe la d^rivee de P„_, par rapport a x, montrer que, si 
I'oR suppose Pg^ I, P„ est un polynome de degr^ n en ^. Galculer son 
terme de plus haul degre el son lerme constant. Montrer qu'il a toules 
ses racines r^elles et distinctes. 

[Pourprouver que P„ est un polynome de degre n, raisonner par 
induction. Pour prouver qu'il a toutes ses racines r^elles et distinctes, 
substiluer dans Pq les racines de Pq-i, supposees r^elles et distinctes, 
en y ajoutant — so et + k>. En tenant compte de { i ) et du thforeme de 
Rolle, on n'obtient que des variations.] 

5. Eianl donnee la relation 



montrer que, si Ton suppose Po=3i et Pi^x, P„ est polyoome de 
degre n en w. Calcuier son terme constant, le coefficient de x" et celui 
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NOTE III. 

SUR L'EQUATION DE RICCATI. 



EXCRCICES r£S0LUS. 
1. Chercher si I'equation 

dy 

(i) ^^'tt" ~ y*'~ 2'^'/ -H- 3^'+ 43-* — I 

admet pour integrate particuliire un polynome et I'inlegrer dans 
ce cas. 

Soil m le degre du polynome. Le premier membre est de degre m. Le 
degre du second membre est le plus grand des Irois nombres im, 
ni + 2 el 4, si loutefois il n'y a pas de reductions. Si m > a, celles-ci 
ne sont pas possibles, car am est supdrieur a m -+- 2 el 4- Le second 
membre est de degre superieur au degre du premier; I'idenlile est 
impossible. Pour m = 2, les irois nombres am, m-t- a et 4 sonl 6gaux; 
il peul y avoir des reductions. 

Posons done 

(2) y^a^^ + b^ + c, 

et portons dans (1) 

2a-(aa37 + i) = (aa:'-*- 63: + c)!— 2rF*{<iar>-4- fei' 4- c) w-3^'-4- 4ir>-i. 
Identifions. En annulant le coefficient de j;', nous avons d'abord 



Le terme en ^Misparait alors identiquement. En egalant les coeffi- 
cients de x^, nous trouvons ensuile b ^:o. Le terme en a: disparaSl. En 
annulani enfin le lerme constant, nous obtenons c'= i; d' oii c — ± 1. 
II y a done deux potynomes repondant a la question ; ce sont 

(3) ^i = 3?' + l, ji = a:»— I. 
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SUH LBQUATION DB HICCATI. 217 

L'equation (i) doit done s'integrer par une quadrature (n" 323). Effee- 
tivement, faisons le changemenl de variable 



Cette equation doit admettre Tititegrale pariiculiere 



ce qui se verilie d'un cnup d'ceil. Nous aurons I'integrale gdnerale en 

ajoutant a s, =^ I'inlegrale generate de I'equation sans second 

roembre (n" 191, remarque IV). Gelle-ci s'ecrit 

et donne 



L'inlegrale generaie de (5) est done 



et celle de (i) est nnalement 



EXSSCICES PROPOS£S. 

1. Integrer I'equation 

y='niy -a){y — b) (m, a, 6 = conn. 

en observant qu'elle admel les solutions particulieres 
Comparer avec la metliode de separation des variables. 

2. Verifier que I'equation 



H;» Google 



admel une inlegrale particuliere fonction liomographique de x. Bn 
dedulre I'integrale generate. 

3. Verifier que i'equation 

y' cosai =^ — (sinj;-H 4 tiOix^y -^ D cos's? 

admet troU integrales particulUres de la forme AcoSii + B siimr. En 
deduire Tiolegrale g6n6rale. 

1. Inlegrer I'^qualion 

-T^ = cos^d — cot'x) — 9 sin 9 cola: + 3 + cot' a:, 

apre$ avoir verili^ qu'elle admet une integrale de la forme mx, m desi- 
gnanl une constanle. 

5. Integrer I'equation difT^rentielle lineaire du second ordre a coeffi' 
cients constants, en la iransformant en une equation de Kiccali. 



FIN DU TOME I. 
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